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Resumo da Tese apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
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André Ebling Brondani

Margo /2017
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Carla Silva Oliveira

Programa: Engenharia de Produgao

Seja G um grafo de ordem n e G seu grafo complementar. Nesta tese provamos
uma desigualdade do tipo Nordhaus-Gaddum para o segundo maior autovalor de
um grafo GG, denotado por Ay(G), quando este tem cintura pelo menos 5, Também
provamos que este resultado é valido para algumas classes de grafos tais como
arvores, grafos uniciclicos e apresentamos uma classe infinita de grafos extremais
para tal cota. Além disso, caracterizamos explicitamente todos os grafos cujos

autovalores, exceto o maior e o menor, estdo em [—2,0].
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Let G be a graph on n vertices and G its complement. In this thesis, we prove
a Nordhaus-Gaddum type inequality to the second largest eigenvalue of a graph
G, denoted by A\y(G), when G has girth at least 5, Also, we prove that this result
holds for some classes of graphs such as trees and unicyclic graphs and we present a
infinity family of extremal graphs. We conjecture that this bound holds to any graph.
Moreover, we have explicitly characterize all graphs whose eigenvalues, except the

largest and the smallest, are in [—2,0].
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Espectral dos Grafos é um dos temas mais dindmicos e fascinantes da
Teoria dos Grafos. Além da conexdo com outros ramos da Combinatoéria, da Algebra
e da Geometria, hé inimeras aplicagoes em outros campos como Quimica [I], [2] e [3];
Fisica e Engenharia Elétrica [2]; Estatistica [4]; Otimizagdo Combinatoria [5] e [6];
Ciéncia da Computagcao [7], [8] e [9]; Teoria Extremal de Grafos [6] e [10]; Codigos
de Correcao de Erro [I1] e, para outras aplicagoes, citamos [12]. A importancia da
Teoria Espectral de Grafos também evidencia-se pela grande quantidade de livros
publicados dedicados ao estudo de autovalores de grafos, com destaque para [3], [13],
[14], [15], [16], [17], [18], [19] e [20].

Todo grafo pode ser representado por uma matriz que contém informagoes sobre
a sua estrutura. H& varias matrizes que representam grafos, entre elas destacam-se
a matriz de adjacéncia, matriz laplaciana e matriz laplaciana sem sinal. A Teoria
Espectral dos Grafos investiga como os autovalores, de tais representagoes matriciais,
se relacionam com propriedades estruturais do grafo. Nesta tese, concentramos
nossas pesquisas em resultados que estao associados ao segundo maior autovalor da
matriz de adjacéncia, o qual denotamos por Ay. Tal autovalor esté relacionado a
invariantes estruturais do grafo tais como diametro e conectividade, veja [I8] e [20].

Um dos principais problemas investigados na literatura relacionados a A, é a

determinacao de cotas inferiores ou superiores para grafos com a propriedade Ay < 7,

1 5—1 5+1
T e {57\/5_17\/_771’\/57\/57\/_7—’_72}'

onde

1
Todos os grafos com Ay < 3 foram determinados por CAO e HONG [21]. Grafos
com )y < v/2—1 foram completamente determinados por PETROVIC [22]. Aqueles

-1 . . .
V5 foram investigados por CVETKOVIC e SIMIC [23], SIMIC [24]

e determinados de maneira ndo explicita via subgrafos proibidos, por SIMIC [25].

em que Ay <

A caracterizagao dos grafos com a propriedade Ay < 1 foi dada parcialmente por



CVETKOVIC [26], permanecendo em aberto o caso em que um grafo G e seu respec-
tivo grafo complementar G tém a propriedade \o(G) < 1 e M\, (G) < =2 < \,1(G).
A alta complexidade deste problema levou os pesquisadores a investigar classes de
grafos com Ay < 1. Os grafos bipartidos com essa propriedade foram determina-
dos por PETROVIC [27] e algumas classes de grafos regulares, por STANIC [2§]
e KOLEDIN e STANIC [29]. Outras classes especiais de grafos também foram
caracterizadas para este caso tais como, grafos linha generalizados, PETROVIC e
MILEKIC [30]; grafos uniciclicos, XU [31]; grafos biciclicos, GUO [32] e grafos tri-
ciclicos, LI e YANG [33]. Alguns grafos para os quais Ay < v/2 ¢ Ay < /3 foram

investigados por STANIC [34], KOLEDIN [35] e KOLEDIN e STANIC [36]. Em
V541

2014, MIHAILOVIC [37] determinou todas as arvores tais que Ay < 5 Em
geral, o estudo dos grafos em que A\ < 2 tem aplicagao direta na construcao e classi-
ficagao de grupos reflexivos, veja NEUMAIER e SEIDEL [3§] e, para mais detalhes
teodricos, sugerimos MIHAILOVIC et al. [39].

Em 1956, NORDHAUS e GADDUM [40] determinaram cotas inferiores e supe-

riores para a soma e o produto do niimero cromatico de um grafo e de seu comple-

mentar. Desde entao, as desigualdades que relacionam um invariante de um grafo
e o mesmo invariante de seu grafo complementar tem sido considerados por vérios
pesquisadores. Problemas relacionados com tais desigualdades sao conhecidos como
Problemas de Nordhaus-Gaddum e tais desigualdades também levam este nome. O
primeiro resultado que envolve a soma do indice de um grafo com o indice de seu
grafo complementar é devido a NOSAL [I] que, em 1970, determinou uma cota
inferior e outra superior para tal soma. Posteriormente, em 2007, NIKIFOROV [42]
melhorou a cota inferior para grafos irregulares e a cota superior foi melhorada por
CSIKVARI [43], em 2009. Dois anos depois, TERPAI [44] melhorou esta tltima
cota. Em 2014, NIKIFOROV e YUAN [45] determinaram cotas superiores para a
soma do valor absoluto de um autovalor de um grafo com o correspondente valor ab-
soluto do autovalor de seu grafo complementar e, em particular, este artigo fornece
a melhor cota superior, conhecida até os dias de hoje, para a soma do segundo maior
autovalor do grafo com o segundo maior autovalor do seu grafo complementar.

O objetivo desta tese é investigar o segundo maior autovalor de um grafo, na
tentativa de obter algumas novas cotas. A tese se desenvolve da seguinte forma: no
Capitulo [2] sdo introduzidos conceitos e resultados da Teoria dos Grafos, Teoria de
Matrizes e da Teoria Espectral de Grafos necessarios a compreensao do texto. Os
Capitulos [3] [ e [f] sao dedicados a uma revisao bibliografica sobre o segundo maior
autovalor de um grafo. No Capitulo [3| sao apresentadas as principais cotas conhe-
cidas para \g, tanto de um grafo qualquer quanto de grafos em classes particulares.
No Capitulo 4| revisamos os principais resultados de CVETKOVIC [26], relativos

a caracterizagao estrutural de grafos em que Ay < 1. Além disso, exibimos uma



coletanea de resultados que descrevem todos os grafos de algumas classes especiais

que em que Ay < 1. No Capitulo [§, destacamos as classes de grafos tais que Ay < r,

V5 —1
2
No Capitulo [0, estdo as nossas primeiras contribuigdes. Nele sugerimos uma

1
parar € 5,\/5—1,

nova cota superior para a soma do segundo maior autovalor de um grafo com o
correspondente autovalor de seu grafo complementar. Provamos ser esta nova cota
valida para as arvores, grafos k-ciclicos, bipartidos regulares, excepcionais, linha
generalizados e para todos os grafos com cintura ao menos 5. Embora nao tenhamos
conseguido demonstrar que esta cota é satisfeita para qualquer grafo com cinturas 3
e 4, mostramos que tal cota é valida para infinitas classes de grafos com tais cinturas.
Ao término deste capitulo, apresentamos uma classe de grafos que é extremal para
essa nova cota e caracterizamos explicitamente todos os grafos dessa classe com a
propriedade Ay < 1.

Como jé dissemos anteriormente, a caracterizagao de um grafo G' de ordem n tal
que a condicdo \,(G) < —2 implica em \y(G) < 1 é um problema que vem sendo
investigado desde 1982 quando foi proposto por CVETKOVIC [26]. Ao investigar-
mos grafos com a propriedade \,(G) < —2 e \y(G) < 1 encontramos os recentes
trabalhos de CIOABA et al. [46], LIMA et al. [47] e CIOABA et al. [48]. O primeiro
deles, publicado em 2015, caracteriza todos os grafos onde os autovalores, exceto o
maior e 0 menor, sao iguais a —1 ou 1 e, no ano seguinte, os autores do artigo [47]
generalizam este problema caracterizando implicitamente todos os grafos conexos
e nao bipartidos cujos autovalores, exceto o maior e o menor, estao no intervalo
[—1,1]. Ainda em 2016, CIOABA et al. [48] publicam outro resultado, semelhante
aquele de [46], onde sao caracterizados todos os grafos cujos autovalores, exceto no
maximo dois, sdo iguais a —2 ou 0. No Capitulo [7], generalizamos este resultado, ao
determinarmos explicitamente todos os grafos cujos autovalores, exceto o maior e o
menor, estdao no intervalo [—2,0]. Finalmente, no Capitulo [8| estao expostas nossas

consideracoes finais e propostas para a continuidade dessa pesquisa.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo sao apresentados resultados conhecidos da Teoria dos Grafos,
da Teoria de Matrizes e da Teoria Espectral de Grafos necessarios a compreensao
do texto. A maioria dos resultados se encontram demonstrados nas referéncias
que os acompanham, a excessao de alguns cujas provas foram reapresentadas de
maneira mais didatica que aquelas apresentadas nos artigos originais. As definicoes e
notagoes relativas a Teoria dos Grafos podem ser encontradas em [16], [49], [50], [51],
[52] e [53]; aquelas referentes a Teoria de Matrizes em [54], [55] e [56] e, finalmente,

as relativas a Teoria Espectral de Grafos estao em [13], [17] e [57].

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo ¢ um par ordenado G = (V(G), E(G)), ou simplesmente G = (V, E),
constituido por um conjunto finito e nao vazio V', cujos elementos sao denominados
vértices, e um conjunto FE de pares nao ordenados de vértices distintos chamados
arestas. As cardinalidades dos conjuntos V' e E s@o denotadas por |V| e |E], res-
pectivamente.

Dado um grafo G, representamos seu conjunto de vértices por V = {vy,...,v,}
e o conjunto de arestas por E = {{v;,v;};i # j e v;,v; € V}. A ordem de G é
|V | = n e o tamanho de G é |E| = m. Duas arestas sao adjacentes em G se possuem
um vértice em comum, caso contrario elas sao nao adjacentes. Dois vértices v; e v;
sao ditos adjacentes ou vizinhos se {v;,v;} € E, caso contrario eles sao ditos ndo
adjacentes. Escrevemos v; ~ v; para indicar que v; e v; sao adjacentes e v; % v;,
caso contrario. Se v; ~ v;, a aresta e = {v;,v;} ¢ dita ser incidente a v; e a v;. A
vizinhanga de um vértice v; € V' & o conjunto Ng(v;) = {v; € V;v; ~ v;} e sua
vizinhanca fechada é Ng[v;] = Ng(v;) U{v;}. O grau de v;, denotado por d(v;) ou d;,
¢ a cardinalidade de Ng(v;), ou seja, d(v;) = |Ng(v;)|. Os graus minimo e maximo
de G sao, respectivamente, 0(G) = min{d;;v; € V} e A(G) = max{d;;v; € V}.

Se d; = 0, v; € um wvértice isolado e se d; = 1, v; ¢ um vértice pendente. Os

4



vértices adjacentes a vértices pendentes sao ditos quase pendentes e um vértice é
uniwersal se tem grau n — 1. Dois vértices distintos v; e v; sao gémeos verdadeiros
em G se Nglv;] = Nglvj] e sao gémeos falsos se Ng(v;) = Ng(v)) e v; o0 vj. Em
ambos os casos, dizemos que v; e v; constituem um par de vértices gémeos em G e
o denotamos por [v;, v;]. Na Figura ilustramos um grafo que possui trés pares
de vértices gémeos, [v1, va], [v4, V5] € [vg, v7]. Os dois primeiros sao pares de vértices

gémeos verdadeiros e o ultimo é um par de vértices gémeos falsos.

Ve

vt

Figura 2.1: Grafo G com pares de vértices gémeos.

Dado um grafo GG, um conjunto S C V é dito independente se quaisquer dois
de seus vértices sao nao adjacentes e uma clique em G é um conjunto maximal de
vértices de G que sao mutuamente adjacentes.

Sejam G = (V,E) um grafo e u,w € V. Um caminho de u a w em G, de
comprimento k£ > 1, é uma sequéncia de vértices distintos [vg, vy, ..., v tais que
u=1vy, w=uvge{v_1,v} €E 1<i<k. O grafo G é conexo se tem ordem 1 ou
se todo par de vértices distintos de G é unido por um caminho. Caso contrario, GG
é desconexo. A distdncia entre os vértices u e v em um grafo conexo (G, denotada
por d(u,v), é o comprimento do menor caminho entre eles. Se G é conexo e v € V|
a excentricidade de v em G é exc(v) = max{d(u,v);u € V}. O didmetro de um
grafo conexo é diam(G) = max{ezc(v);v € V}. Se G é desconexo dizemos que G
tem didmetro infinito. Um grafo G = (V, E) é vazio se E = (). Quando quaisquer
dois vértices de G sao adjacentes, o grafo é completo e denotado por K,,. Um grafo
¢ r-reqular (ou simplesmente regular) se todo vértice tem grau r. Um ciclo C,, é um
grafo 2-regular conexo de ordem n. O grafo complementar de G = (V, E), denotado
por G = (V, E), tem V como conjunto de vértices e dois vértices sdo adjacentes em
G se e somente se nao sdo adjacentes em G.

Um subgrafo de G € um grafo H tal que V(H) CV(G) e E(H) C E(G). Se H ¢é
um subgrafo de GG, entao G é um supergrafo de H. Um subgrafo H de G é um subgrafo
proprio se V(H) # V(G) ou E(H) # E(G) e H é¢ um subgrafo mazimal se ndo existe
um subgrafo proprio de G que é supergrafo de H. Se V(H) = V(@) dizemos que H ¢é



um subgrafo abrangente ou gerador de GG. Qualquer subgrafo abrangente de G pode
ser obtido através da exclusao de arestas de G. Diz-se que H é um subgrafo induzido
de G se dois vértices de H, adjacentes em G, sao necessariamente adjacentes em H.
Neste caso, se V(H) =S C V(G) denotamos H = G[S] e dizemos que S induz um
subgrafo em G. Uma componente de um grafo G é um subgrafo conexo maximal
de G.

A cintura de G, g(G), é o comprimento do menor ciclo em G. Caso G nao possua
ciclos, considera-se g(G) = co. Um grafo que possui cintura maior que 3 é dito livre
de triangulos.

Para n > 6, o teorema a seguir assegura que grafos livres de tridngulos possuem

complementares com cintura 3.

Teorema 2.1 (HARARY [49]) Se G ¢ um grafo de ordem n > 6, entio G ou G

tem cintura 3.

Um grafo conexo G ¢é dito k-ciclico se |E| = |V|+ k. Nos casos particulares onde
k € {0, 1,2}, o grafo é denominado uniciclico, biciclico e triciclico, respectivamente.
O grafo coquetel (cocktail party), C P(n), é o inico grafo regular com 2n vértices
de grau 2n — 2; o qual é obtido de Kj, pela exclusao de n arestas mutuamente nao
adjacentes, isto é, arestas que nao possuem vértices em comum. Também ¢é conhecido

na literatura como grafo octaédrico n-dimensional (n-dimensional octahedral). A
Figura [2.2| ilustra os grafos Ky e CP(4).

Figura 2.2: Grafos Kg e CP(4).

Uma particao de um conjunto nao vazio S é uma colecao constituida por r
subconjuntos nao vazios dois a dois disjuntos de S cuja uniao é S. Os subconjuntos
da particao sao chamados de células. Um grafo é k-partido se seu conjunto de vértices
possui uma particao com exatamente k células de modo que vértices pertencentes
a uma mesma célula nao sao adjacentes. Um grafo k-partido completo é um grafo
k-partido em que dois vértices quaisquer sao adjacentes se e somente se pertencem
a células distintas. Tais grafos também sao conhecidos por grafos multipartidos
completos. Se as k células tém cardinalidade ni,ns, ..., n, entao o grafo é denotado

por Ky, n,...n, € se cada célula tem cardinalidade r entao o grafo ¢ dito k-partido

k

r-balanceado e o denotamos por Kjy. Se k = 2, o grafo ¢ bipartido e o grafo K, ,,
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é dito bipartido completo. Grafos bipartidos admitem uma caracterizacao simples

em termos de ciclos de comprimento impar.

Teorema 2.2 (HARARY [49]) Um grafo € bipartido se e somente se nao contém

ciclos de comprimento impar como subgrafo induzido.

Uma floresta é um grafo (ndo necessariamente conexo) sem ciclos. Um grafo
conexo e sem ciclos é denominado drvore. As arvores sao exemplos de grafos bipar-
tidos. O caminho P, é uma arvore de ordem n que possui dois vértices pendentes e
os demais vértices de grau 2, e a estrela S,, ¢ uma arvore que tem exatamente um
vértice de grau n—1 e todos os demais vértices pendentes. O vértice quase pendente
de uma estrela ¢ denominado centro da estrela.

O grafo linha L(G) de um grafo G tem as arestas de G como seus vértices e dois
vértices de L(G) sao adjacentes se as arestas correspondentes em G tém um vértice

em comum. A Figura [2.3] exibe o grafo estrela S5 e o seu respectivo grafo linha
L(Sg,) ~ K4.

Figura 2.3: Grafos S5 e L(S5).

Em 1943, KRAUSZ [58] fornece uma caracterizacao de grafos linha em termos

de uma cobertura de arestas por cliques.

Teorema 2.3 (KRAUSZ [58]) Um grafo é um grafo linha se e somente se seu

conjunto de arestas pode ser particionado em cliques nao triviais tais que
(i) duas cliques tém pelo menos dois vértices em comum;

(11) cada vértice pertence, a no mdzximo, duas cliques.

Uma classe (familia) de grafos é uma colegao de grafos definidos por uma pro-
priedade P especifica. Quando isto acontece diz-se que o grafo de tal classe tem
a propriedade P. Um grafo H é chamado subgrafo proibido para uma propriedade
P se dado um grafo G que satisfaz a propriedade P entao G nao pode conter um
subgrafo induzido isomorfo a H. Um subgrafo H, proibido para uma propriedade
P, &€ minimal se todo subgrafo induzido de H tem a propriedade P. A Proposi-
cao proporciona um critério estrutural que caracteriza os grafos linha através de

subgrafos induzidos proibidos.



Proposicao 2.4 (BEINEKE [59]) Um grafo G é um grafo linha se e somente se

nao contém qualquer um dos nove grafos da Figura como subgrafo induzido.

A &
<. <L @
< =< <X

Figura 2.4: Subgrafos proibidos para grafos linha.

Sejam aq,as,...,a, inteiros nao negativos e G um grafo cujo conjunto de vér-
tices ¢ V' = {wvy,vq,...,0,}. Para i,j € {1,2,...,n}, o grafo linha generalizado
L(G;aq,as,...,a,) é obtido da unido disjunta do grafo linha L(G) com n copias

de grafos coquetel C'P(qa;), incluidas as arestas obtidas pela ligagao de cada vértice
{vi,v;} de L(G) a todos os vértices de C'P(a;) e a todos os vértices de C'P(a;). Tal
grafo foi definido por HOFFMAN [60].

Casos especiais incluem o grafo linha, quando a1 = as = -+ = a, = 0, e 0
grafo coquetel CP(m) quando n =1 e a3 = m. A Figura ilustra o grafo G com
conjunto de vértices V' = {wvy, v, v3,v4} € 0 grafo linha generalizado L(G;2,1,0, 3),
onde e; ; € um vértice do grafo linha generalizado que corresponde a aresta {v;,v;}
de G.

€4 €5

Figura 2.5: Grafo G e seu grafo linha generalizado L(G;2,1,0, 3).

Em 1980, CVETKOVIC et al. [61] caracterizaram os grafos linha generalizados
por uma colecao constituida por 31 subgrafos proibidos. Tal caracterizacao também

foi encontrada, independentemente, por RAO et al. [62].



Dois grafos G e G5 sao ditos isomorfos, G ~ G5, se existe uma aplicacao
bijetora ¢ : V(G1) — V(G2) que preserva as relagoes de adjacéncias, isto é, se
{u,v} € E(Gy) entao {¢(u),p(v)} € E(Gs). Neste caso, a aplicacdo ¢ é dita um
isomorfismo de grafos. Um grafo G é autocomplementar se G ~ G.

Um invariante de um grafo G é um numero associado a G que tem o mesmo
valor para qualquer grafo isomorfo a G. A ordem e o tamanho de um grafo sao
exemplos de invariantes de grafos.

Sejam G um grafo e S um subconjunto proprio de V(G). O subgrafo G[V '\ S|
é obtido de G pela remogao de S e é denotado por G — S. Se S = {v}, G- S ¢
simplesmente denotado por G — v.

Considere dois grafos G e Gy com conjunto de vértices disjuntos. O grafo
G = G1 UGy, onde V(G) = V(G1) UV (Gs) e E(G) = E(Gy) U E(Gy) é chamado
de uniao disjunta ou soma dos grafos G e G5. A uniao disjunta de k > 2 copias de
G é denotada por kG.

A juncgao (join) ou produto completo dos grafos G1 e Go é o grafo G1V G4 obtido
a partir de G; U Gy ao ligar-se cada vértice de G a todos os vértices de G, isto
¢, G1 V Gy é o grafo cujo conjunto de vértices é V(G1) U V(Gy) e cujo conjunto de
arestas ¢ E(G1) U E(G2) U{{v,w};v € V(G;)ew € V(G3)}. A jungao entre G; e
(G, relaciona-se com o complementar da uniao de grafos complementares através da
seguinte identidade: G1V Gy = G1 U G5. A juncao de k > 2 copias de G é denotada
por \, G. A Figura ilustra o grafo \/3 P3 = (P3V P3) V Ps.

Figura 2.6: Grafo \/, Ps.

A Proposicao fornece uma caracterizacao estrutural para os grafos multipar-

tidos completos em termos de subgrafos proibidos.

Proposicao 2.5 (SMITH [63]) Um grafo sem vértices isolados é multipartido
completo se e somente se nao contém nenhum dos grafos 2Ko, Py e K1V (K7 U Ks)

como subgrafo induzido.

Uma generaliza¢ao da jungao de dois grafos foi introduzida em [64] sob a de-
signagao de composigdo generalizada e, mais recentemente, em [65], com a desig-

nagao de H-juncao (H-join). Dado um grafo H tal que V(H) = {vi,vq,...,0,},
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considere uma familia com p grafos, ¥ = {G1,Ga,...,G,}, onde cada grafo Gj,
j €{1,2,...,p}, tem ordem n; e estd associado a um vértice v; € V(H). A H-
jungao de G1,Ga,...,G, é o grafo G = H[G1, Gy, ..., G, tal que

EG) = <U E(@-)) U U {{uvhueV(G) e veV(G)}

{vrvs }EE(H)

Sejam H = P3 (§ G1 = 2K1, GQ = K2 (§ G3 = 03. A Pg-jungéo de 2K1, K2 (§ 03
¢ o grafo H[G1, G, G3), exibido na Figura[2.7]

U1 VU2 U3
Py

Uq us Us Uy Uus Us

[ ]

Uy uz

[ J

Ug Uy Ug U2 Uyg Ug
2K, K, Cs H[Gy, Gy, G

Figura 2.7: Grafo H|G,, G2, G3].

A coalescéncia, Gy - G5, de dois grafos G; e G5 com respeito aos vértices u € V;
e v € Vy é o grafo obtido de G; U G por meio da identificagao dos vértices u e v,
isto é, os vértices u e v sao substituidos por um tnico vértice w em G7 - G5 que é
adjacente a todas as adjacéncias de v em G e a todas as adjacéncias de v em Gj.

A Figura [2.§)ilustra o grafo K3 - K.

Figura 2.8: Grafo K3 - K3.

Um grafo G de ordem n > 4 tem a propriedade diagonal se e somente se para
toda quadrupla vy, v9, v3 € vy de vértices distintos em G tais que vy ~ vy, V9 ~ v3 €

v3 ~ vy tem-se necessariamente v, ~ vz ou vy ~ vy. Grafos que tém a propriedade
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diagonal sao chamados D-grafos. Qualquer D-grafo tem como subgrafo induzido
pelo menos um dos grafos da Figura . Tal defini¢ao deve-se a WOLK [66].

(%1 V3 U1 V3

(% V4 (% V4

Figura 2.9: Subgrafos induzidos de D-grafos.

O Lema [2.6] conhecido como Lema de Wolk, estabelece que qualquer D-grafo de

ordem n possui um vértice de grau n — 1.

Lema 2.6 (WOLK [67]) Todo D-grafo conexo de ordem n possui um vértice uni-

versal.

Demonstragao. Sejam G um D-grafo de ordem n e u um vértice de grau maximo
cujas adjacéncias sao vy, Vs, . . ., Uy,. Suponha que G possua um outro vértice w, além
dos vértices u, vy, va, ..., v,. Pela conexidade de GG, w é adjacente a pelo menos um
dos vértices v;, i € {1,2,3,...,m}, digamos v;. Para qualquer i € {2,3,...,m}
temos v; ~ u, u ~ vy e v; ~ w. Como w + u segue da propriedade diagonal que
v; ~ v para todo i € {2,3,...,m}. Logo d(v1) > d(u) + 1 > d(u), o que contradiz
a maximalidade de d(u). Portanto, u, vi,vs, ..., v, sd0 os Unicos vértices de G e
du) =n—1.
O
A Proposicao assegura que grafos sem vértices isolados, cujo grafo comple-

mentar é conexo, possuem 2K, ou Py como subgrafo induzido.

Proposigao 2.7 (WOLK [67]) Se G é um grafo conezo e G ndo tem vértices

1solados, entao G contém um subgrafo induzido isomorfo a 2K5 ou a Pj.

Demonstragao. Seja G um grafo sem vértices isolados tal que seu grafo comple-
mentar G é conexo. Como G nao possui vértices isolados segue que 6(G) > 1. Logo,
A(G) =n—1-6(G) <n—2. Como G é conexo e nio possui vértice universal
segue do Lema que G nao é um D-grafo. Portanto, existem vértices vy, vq, v3 €
vy tais que vy ~ Vg, Uy ~ U3, Ug ~ Uy, V1 5% U3 € Uy oL vy em G. Além disso, tem-se
vy ~ vy ou vy vy em G
Se vy ~ vy entdo os vértices vy, va, v3 € vy induzem Cy em G, caso contrario tais
vértices induzem Py em G. Portanto, G' contém um subgrafo induzido isomorfo a
2K, ou a Py.
O
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Um grafo é dito split se seu conjunto de vértices pode ser particionado como
uma uniao disjunta de dois conjuntos, de modo que um deles é independente e o
outro é uma clique. Segue da definicao que o grafo complementar e os subgrafos
induzidos de um grafo split também sao grafos split. Um grafo split completo com
parametros n e r, r < n, denotado por C'S(n,r), ¢ um grafo split com n vértices,
constituido por uma clique com n — r vértices e um conjunto independente com r
vértices, de modo que todo vértice do conjunto independente tem grau n —r. Logo,
CS(n,r)~ K,V (n—r)Kj.

GRONE e MERRIS [68] definiram arvores de diametro 3 como aquelas que tém
exatamente dois vértices quase pendentes que sao adjacentes entre si e todos os
demais vértices sdo pendentes. Tal como GROSSMAN et al. [69] cada uma dessas
arvores é chamada dupla estrela. Estas podem ser obtidas como resultante da coa-
lescéncia de cada vértice de P, com os centros das respectivas estrelas S, e S,. Para

1 < p < g, denota-se uma dupla estrela por S,,. Veja a dupla estrela S; 4 exposta

na Figura [2.10]

Figura 2.10: Dupla estrela Ss 4.

Os grafos obtidos pela coalescéncia dos vértices pendentes do caminho P, com os
respectivos centros das estrelas S, e S, definem uma classe de arvores em que cada
arvore é conhecida como dupla vassoura. Para r > 3 e 1 < p < ¢, estas possuem
n =p+q+r — 2 vértices e sao denotadas por S, 4. Veja, na Figura 2.11], a dupla

vassoura S343.

Figura 2.11: Dupla vassoura Ss 4 3.

2.2 Teoria de Matrizes

Dados dois inteiros positivos n,m > 1, uma matriz M, ., ¢ uma aplicacao de
{1,2,...,n} x {1,2,...,m} em R ou C. Neste trabalho consideram-se apenas as

matrizes definidas sobre o corpo dos nimeros reais cujos elementos (entradas) sao
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denotados por m;; para i € {1,2,...,n} e j € {1,2,...,m}. Fixados i e j, my; é
a entrada na intersecao da i-ésima linha com a j-ésima coluna. Esta matriz é de

ordem n X m e é representada por

mir Mi2 Mim
Ma1 Moz Mam
M = :
Mp1 Mp2 0 Mpm
ou alternativamente, por M = [m;;]. Uma matriz M = [m;;] é ndo negativa se

mi; > 0. Se n = m, M ¢é chamada matriz quadrada de ordem n. O espago veto-
rial constituido por todas as matrizes de ordem n x m é denotado por M,,y,, ou,
simplesmente, M,, quando n = m.

Dado M € M, as entradas do tipo m;; sao ditas entradas diagonais de M
e o conjunto de todas as suas entradas diagonais é a diagonal principal de M.
Dados i,7 € {1,2,...,n}, se para ¢ # j, m;; = 0, M é chamada matriz di-
agonal. O trago de M ¢é a soma de todas as entradas diagonais de M, isto é,
tr(M) = mqp + mag + -+ + Mu,. A matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 é
denotada por J,x, ou J, (caso tenha ordem n) e a matriz identidade I, € M,
¢ uma matriz diagonal tal que todas as entradas diagonais sao iguais a 1. Estas
sao respectivamente denotadas por J ou [, caso nao seja necessario explicitar suas
respectivas ordens. A matriz M € M, é nao singular se existe uma matriz N € M,
tal que MN = NM = I e, neste caso, N é a inversa de M e é denotada por M.

Dado M € M, y.m, a matriz transposta de M & a matriz MT € M,,x, cujas
entradas sao definidas por m;; = mj;. Uma matriz quadrada de ordem n é simétrica
se M = M7, & ortogonal se MT = M~! e é uma matriz de permutacdo se em cada
linha e em cada coluna ha n — 1 entradas nulas e uma tnica entrada igual a 1.

Uma matriz quadrada M é redutivel quando existem uma matriz de permutacao

() e matrizes quadradas X e Z tais que

XY

VO —
Q MQ = 0z

Caso contrario, M é chamada matriz irredutivel.

Um wetor linha é uma matriz em M;,,,, enquanto que um wetor coluna é uma
matriz em M, .;. O vetor coluna com todas as entradas iguais a 1 é denotado por
Jn ou simplesmente ). Os elementos de R" sao identificados com os elementos de
M1 (ou algumas vezes com os elementos de M .,,) e, neste caso, sdo denominados
vetores.

Um escalar A € R é chamado autovalor de M € M,, se existe um vetor nédo
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nulo z € R™ tal que Mz = \z. O vetor x é chamado autovetor de M associado ao
autovalor A\. Quando necessério, escrevemos A = A\(M) para destacar que A é um
autovalor da matriz M. O polinémio caracteristico de M é o polinébmio monico de
grau n definido como o determinante da matriz xI — M e denotado por py(x) =
det(xl — M). As n raizes de py(x) sdo os autovalores de M e o multiconjunto
constituido por elas é denominado espectro de M e denotado por Spec(M). O raio
espectral de M ¢ o ntumero real ndo negativo p(M) = max{|\|; A € Spec(M)}.

A multiplicidade algébrica de A € Spec(M), denotada por m,(A), é o numero de
vezes que A ocorre como raiz do polinémio caracteristico de M. O espago vetorial
Ex(M) = {z € R"; Mz = Az} é o autoespago de M associado a A € Spec(M).
A multiplicidade geométrica de X € Spec(M), denotada por m,()), é a dimensao
de E\(M). Um autovalor A € Spec(M) & simples se my(\) = 1 e semissimples se
mq(A) = my(A). Como todo autovalor A de uma matriz simétrica é um ntmero real
semissimples, suas multiplicidades algébrica e geométrica sao iguais. Logo estas sao
simplesmente referidas por multiplicidade e denotadas por m(\).

Uma matriz M € M, é diagonalizdvel se existe uma matriz nao singular P € M,
tal que M = PDP~! para alguma matriz diagonal D € M,,.

A Proposicao 2.8 relaciona o trago e o determinante de uma matriz diagonalizéavel

com O seu espectro.

Proposicao 2.8 (HORN e JOHNSON [54]) Se M € M, ¢ diagonalizivel e
Spec(M) = {1, Aa, ..., Ay} entao

tT’(M) :)\1—|—)\2—|—+)\n edet(M) :)\1)\2)\717
onde tr(M) e det(M) denotam o trago e o determinante de M, respectivamente.

Da Proposicao deriva-se uma técnica para a determinacao de alguns auto-
valores de uma matriz quando esta possui linhas cujas somas de suas respectivas

entradas resultam em uma mesma constante.

Proposicao 2.9 (HORN e JOHNSON [54]) Seja M wma matriz quadrada de

ordem n da forma

My Myp -+ My
M= Mm M2,2 e ]W.Q’k |
M1 Mgy -+ My

)

onde M;;, 1 <i,5 <k, € uma submatriz de ordem n; X n; tal que suas linhas tém
somas constantes e iguais a ¢;j. Se M = [c;;luxk, entdo os autovalores de M sao

também autovalores de M.
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O Teorema [2.10, conhecido como Teorema de Perron-Frobenius, afirma que uma
matriz M nao negativa e irredutivel tem o raio espectral p(M) como seu maior

autovalor.

Teorema 2.10 (MEYER [55]) Se M € M, ¢ uma matriz irredutivel e nao nega-

tiva, entao
(i) p(M) > 0;
(11) p(M) € um autovalor simples de M;
(111) Existe um vetor positivo, v, tal que Mv = p(M)v.

O teorema a seguir, conhecido como Desigualdades de Courant-Weyl, estabelece
a relagao entre os autovalores de duas matrizes simétricas com os autovalores da

matriz obtida a partir da soma dessas duas matrizes.

Teorema 2.11 (HORN e JOHNSON [54]) Se M e N sao matrizes simétricas

de ordem n, entao

5
e
3
IA

)\i_:,_j_n(M—{—N), se H—]Zn+1

As igualdades sao vdlidas nas respectivas desigualdades se e somente se existe um

mesmo autovetor associado a cada um dos autovalores envolvidos.

2.3 Teoria Espectral de Grafos

Seja. G um grafo de ordem n. A matriz de adjacéncia de G dada por
A(G) = [aij] € M, tem linhas e colunas correspondendo aos vértices de G, cu-

jas entradas sao dadas por

1, sewv; ~vy;
(ij = -
0, caso contrario.

Desde que a relagao de adjacéncia sobre o conjunto de vértices de G é simétrica,
A(G) é uma matriz simétrica e, portanto, todos os seus autovalores sdo nimeros
reais, denotados por \;, i € {1,2,...,n}, e dados em ordem nao crescente por
AL = A 2 2 A

O polindémio caracteristico de G é Pg(z) = det(zl — A(G)), os autovalores de
A(G) sao os autovalores de G e denotamos o multiconjunto de seus autovalores por

Spec(G) (usualmente, escrevemos Spec(G) = {7, A5 . AP onde (s;) ¢ a
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multiplicidade do autovalor \;, para 1 < j < t). Para cada i € {1,2,...,t}, a
notagao \;(G) ¢é utilizada para substituir );, caso haja necessidade de explicitar o
grafo. O maior autovalor A\; é chamado raio espectral ou indice de G.

A proposicao a seguir fornece o espectro de algumas classes particulares de grafos

bem conhecidas na literatura.

Proposigdo 2.12 (CVETKOVIC et al. [13]) Sejam K,, P, e C, os grafos

completo, caminho e o ciclo de ordem n, respectivamente. Entao
(i) Spec(K,) = {n—1,-1""V};

(i1) Spec(P,) = {2 COS(nj—L);l <j<n};

(iii) Spec(C,) = {2cos(35);1 < j <n}.
O Teorema [2.13] caracteriza os grafos bipartidos em fungao de seus autovalores.

Teorema 2.13 (CVETKOVIC et al. [13]) Um grafo G de ordem n € bipartido
se e somente se \i(G) + A\p—iy1(G) = 0 para todo i € {1,2,...,n}. Se G € conexo

entao ele € bipartido se e somente se A\ = —\,,.

O Teorema [2.14] estabelece que o espectro de um grafo regular contém informa-

¢oes completas sobre o espectro de seu grafo complementar.

Teorema 2.14 (CVETKOVIC et al. [13]) Se G é um grafo r-reqular de ordem

n, entao \(G) = r, M(G) = n—1—1r e A\_i12(G) = =1 — N(G) para todo
i€{2,3,... n}.

Dos Teoremas [2.13] e chega-se ao seguinte resultado.

Proposicao 2.15 Se G € um grafo r-reqular de ordem n, cujo grafo complementar

¢ bipartido, entio M\ (G) = —A\,(G) = n—1—r1 e, para todo i € {2,...,n — 1},
Ai(G) = A1 (G) + 1.

Para exemplificar a Proposi¢ao[2.15], considere o grafo GG ilustrado na Figura[2.12]
O grafo G é 3-regular e seu grafo complementar G é 2-regular e bipartido e tém
Spec(G) = {2202 1,3} e Spec(G) = {—2,—1@ 13 2} Veja, por exemplo,

que para i =4, \y(G) = \5(G)+1=-2+1=—1.
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G €
Figura 2.12: Grafos relacionados a Proposicao [2.15

Em [I7], encontram-se varios resultados que explicitam o polindmio caracteristico
de grafos obtidos por determinadas operagoes entre grafos. Dentre eles, destacamos

os dois resultados a seguir.

Teorema 2.16 (CVETKOVIC et al. [17]) O polinémio caracteristico da unido
disjunta de dois grafos G e H ¢ dado por

Pour(x) = Po(x) Py ().

Segue, do Teorema [2.16] que se G, G, ..., G, sao as componentes de um grafo

G entao
Pg(x) = PG1 (.’L’)PGZ ({L‘) e PG’S (ZL‘)

Teorema 2.17 (CVETKOVIC et al. [17]) Se, para i € {1,2}, G; é um grafo

r;-reqular de ordem n;, entao o polindomio caracteristico de G ~ GV Gy €

PG1(:E)PG2($)
(x —r1)(z — 1o

Pg(l’) =

] ((x —r1)(x — re) — nyny).

O Teorema [2.18] assegura que o indice de um grafo esta limitado entre os seus

graus médio e maximo.

Teorema 2.18 (CVETKOVIC et al. [17]) Se A\, € o indice de um grafo G entdo
d < M\ <A. Além disso, \y = d se e somente se G € reqular. Para um grafo conexo

G, \i = A se e somente se G € regular.

Os quatro resultados que se seguem fornecem cotas para o indice em algumas

classes especiais de grafos. Em 1970, NOSAL [41] obteve o resultado a seguir.

Proposicao 2.19 (NOSAL [41]) Para todo grafo de tamanho m e livre de tridn-
gulos tem-se \; < \/m.

Em 2009, NIKIFOROV [70] encontrou um resultado semelhante a Proposi-

¢ao [2.19 para grafos livres de quadrados.

Proposigao 2.20 (NIKIFOROV [70]) Seja G um grafo de tamanho m > 9 e
livre de quadrados. Se G # Sy entao M\ (G) < /m.
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A Proposicao fornece uma cota superior para o indice de grafos livres de
triangulos e quadrados. Uma primeira versao, mais fraca, dessa proposicao foi en-

contrada em 1993 por FAVARON et al. [71].

Proposicao 2.21 (NIKIFOROV [72]) Para um grafo de ordem n e cintura
g>5, A1 <min{A /n— 1}.

A proposicao a seguir estabelece uma cota para o indice de um grafo conexo em

funcao de seu tamanho e ordem.

Teorema 2.22 (HONG [73]) Se G € um grafo conexo de ordem n e tamanho m

entao

)\1(0) < \/2m—n—|— 1.

A igualdade € satisfeita se e somente se G ~ S, ou G ~ K,.

As duas proposigoes que seguem determinam cotas superiores para o indice de

arvores e grafos uniciclicos.

Teorema 2.23 (COLLATZ e SINOGOWITZ [74]) Para toda drvore T' de or-
dem n tem-se \(T) < v/n — 1. A igualdade € atingida se e somente se T' >~ S,,.

Seja S o grafo uniciclico obtido da estrela .S, pelo acréscimo de uma aresta.

Proposigao 2.24 (SIMIC [75]) Se G ¢ um grafo uniciclico de ordem n entdo
2 < M (G) < A\ (SE). Além disso, para todo n > 9 tem-se A\ (S%) < /n.

A Proposicao decorrente do Teorema [2.11], relaciona os autovalores de um

grafo com os autovalores de seu grafo complementar.

Proposicao 2.25 (HONG [76]) Se G é um grafo de ordem n > 2, entao
Ai(G) 4+ Mzina(G) < =1 < N(G) + Msir1 (G)
para todo 1 € {2,...,n}.

Um vetor de Faria de um grafo G de ordem n > 2 é um autovetor associado a
um autovalor de G' com exatamente duas coordenadas nao nulas, uma delas 1 e a
outra —1, correspondentes a dois vértices v; e v; do grafo, veja MERRIS [77].

A Proposicao fornece uma condigao suficiente para que 0 ou —1 sejam
autovalores de um grafo em funcao da existéncia de pares de vértices gémeos no
grafo e afirma que tais autovalores possuem um vetor de Faria como autovalor a eles

associados.
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Proposigao 2.26 Sejam G um grafo e [u,v] um par de vértices gémeos em G.
(i) Se u e v sio vértices gémeos verdadeiros entao —1 € Spec(G);
(1) Se uw e v sao vértices gémeos falsos entao 0 € Spec(Q).

Além disso, em cada caso, um autovetor associado ao correspondente autovalor é

um vetor de Faria.

Observe que o fato de {—1,0} C Spec(G) nao significa necessariamente que G
tenha um par de vértices gémeos. Veja, como exemplo, o caminho Ps, ilustrado na
Figura [2.13] Este tem como espectro Spec(Ps) = { —/3,-1,0, 1,\/§} e Ps nao

possui nenhum par de vértices gémeos.

Figura 2.13: Grafo Ps.

De acordo com a proposi¢ao que segue, o nimero de pares de vértices gémeos
em um grafo GG é uma cota inferior para a multiplicidade dos autovalores 0 ou —1
de G. Tal resultado decorre da Proposigao [2.26]

Proposicao 2.27 Sejam G um grafo de ordemn > 2 comu € V evy,v9,..., 0, €V

tais que [u,v1], [u,va], ..., [u,v] sdo pares de vértices gémeos.
(1) Se {{u,v1}, {w,va},...,{u,vs}} C E entao —1 € Spec(G) e m(—1) > k.

(ii) Se {{u,v1},{u,v2},...,{u,v.}} N E =0 entiao 0 € Spec(G) e m(0) > k.

Retornando ao grafo G da Figura[2.1] vemos que G possui dois pares de vértices
gémeos verdadeiros: [vy, vs] € [vy, v5]. Da Proposic¢ao m, —1 € Spec(G) e cada um
destes pares contribui em 1 para a multiplicidade de tal autovalor. Logo, m(—1) > 2.
Dado que ha um tnico par de vértices gémeos falsos em G tem-se m(0) > 1. Observe
que essas cotas sao as melhores possiveis para este grafo visto que seu espectro é
Spec(G) = {—2.81082, —1(),0,0.19689, 1, 3.61393}.

A Figura exibe o grafo H que tem um tnico par de vértices gémeos ver-
dadeiros. Da Proposicao , m(—1) > 1. Veja que, neste caso, tal cota é infe-
rior & multiplicidade do autovalor —1 como pode ser observado em seu espectro,
Spec(H) = {—2,-1@ 1 - v/2,1? 1 4+ /2}.

Figura 2.14: Grafo H.
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Sejam M e N matrizes simétricas de ordens m e n, respectivamente tal que
m < n. Se \i(M) > N(N) > \_myi(M) para todo i € {1,2,...,m} diz-se que
os autovalores de N se entrelagam com os autovalores de M. O Teorema [2.2§
garante que os autovalores dos subgrafos induzidos de um grafo entrelagam-se com

os autovalores deste.

Teorema 2.28 (CVETKOVIC et al. [17]) Seja G um grafo comn > 2 vértices.
Se U C V(QG) possui k < n vértices entao para cada i € {1,...,n—k} tem-se

M(G) = MG = U) > Aia(G).

As desigualdades do Teorema [2.28 sdo denominadas Desigualdades de Cauchy e
este resultado é conhecido como Teorema do Entrelacamento.
O Lema estabelece que K2 é um subgrafo induzido de qualquer grafo nao

completo.

Lema 2.29 Seja G um grafo conexo de ordemn > 3. Se G # K, entao K5 € um
subgrafo induzido de G.

Demonstracao. De fato, como G % K, existem vértices u e v em G tais que

u % v. Da conexidade de GG, existe um caminho P de comprimento minimo, k > 2,

cujos extremos sao u e v, digamos P : u = uguius ... ur = v. A escolha do caminho

P implica us ¢ N¢(u) (caso contrario, P nao teria comprimento minimo). Portanto,
o conjunto {u,uy,us} induz o subgrafo K, em G.

O

A Proposicao [2.30 afirma que o menor autovalor de um grafo nao vazio é sempre

negativo.

Proposicao 2.30 (DOOB [78]) Se G ¢ um grafo de ordem n entdo:

(i) A, =0 se e somente se G é um grafo vazio;
(i) A\, = —1 se e somente se G possui todas as suas componentes completas;
(i1i) An < —V/2, em qualquer outro caso.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n e suponha que GG possua uma com-
ponente nao vazia e nao completa. Do Lema [2.29) K, ¢ um subgrafo induzido de
G. Logo, do Teorema M(G) < A\ (Kq2) = —V2.

Admitamos agora que \,(G) = —1. Do caso anterior, G tem ou todas as com-
ponentes vazias ou todas completas. Como todos os autovalores do grafo vazio sao
nulos (pois sua matriz de adjacéncia ¢ a matriz nula) segue que G possui todas as

componentes completas. A reciproca segue do Teorema [2.12]

O
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Uma cota inferior para o menor autovalor de um grafo ¢ dada a seguir.

Proposigao 2.31 (CONSTANTINE [79]) Seja G um grafo de ordem n > 2.

n
(i) Se n é par entio N\, > —5 A igualdade € satisfeita se e somente se

GﬁKﬂﬂ.

272
vn? —1
(i) Se n € impar entio A\, > - A igualdade € satisfeita se e somente se
G ~ KnT—17nT+1

vn?2 -1

n _— .
Como — < 5 podemos reescrever a Proposicao [2.31{ de uma forma mais

geral, isto ¢, independente da paridade da cardinalidade do conjunto de vértices do

grafo.

Corolario 2.32 (CONSTANTINE [79]) Para todo grafo G de ordem n tem-se

n
que A\, (G) > —5 A igualdade € satisfeita se e somente sen € par e G ~ Kz n.
A partir do Corolario obtém-se, como segue, uma cota superior para os n—1

menores autovalores de um grafo com n vértices, como expde a Proposicao [2.33]

Proposigao 2.33 (HONG [76]) Para todo grafo G de ordem n e para todo

i€{2,...,n} tem-se
n—1

;
<\ <
< )\Z(G) S5

DO |

Demonstragao. Dado i € {2,...,n}, sejam G um grafo de ordem n e V' um
subconjunto de vértices de G tal que |V'| =n — 1.

Como G — V' é um subgrafo induzido de G com i vértices, segue do Teorema [2.28

e do Corolério que
AN(G) = NG — V) > —%. (2.1)
A cota superior segue da Proposi¢ao e da desigualdade (2.1]). De fato,

n—@'—|—2_n—i

2 2

M(G) < —1—= X i2(G) < =1+

OJ
O teorema a seguir assegura que o menor autovalor de um grafo linha generali-

zado nunca é menor que —2.

Teorema 2.34 (HOFFMAN [80]) Sejam aq,as,...,a, inteiros nao negativos, G
um grafo de ordem n e tamanho m. Se H = L(G;ay,as, ..., a,) tem ordem k entao
Me(H) > —2. Além disso, sen < m, \,(H) = —2.
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Do teorema acima segue que todo grafo linha generalizado possui autovalores
maiores ou iguais a —2. Observamos que nao vale a reciproca. O grafo de Petersen
P, dado na Figura [2.15] tem o menor autovalor —2. Os vértices destacados em
branco induzem em P a estrela S; que, do Teorema [2.4, é um subgrafo proibido

para ser um grafo linha.

Figura 2.15: Grafo de Petersen.

Um grafo excepcional é um grafo conexo de ordem n que nao é um grafo linha
generalizado e cujo menor autovalor é maior ou igual a —2. Ha outros grafos excep-
cionais além do grafo de Petersen. Todos os grafos da Figura [2.4] exceto o segundo
da primeira linha, sao excepcionais.

Em 1976, CAMERON et al. [81] mostraram que um grafo excepcional tem no
méximo 36 vértices e que cada vértice tem grau, no maximo, 28. Em 1979, DOOB
e CVETKOVIC [82] determinaram todos os 573 grafos excepcionais de ordem n
em que A, ¢ estritamente maior que —2. Dentre eles, 20 tem ordem n = 6, 110
tem ordem n = 7 e 443 tem ordem n = 8. Também destacamos que 187 desses
sao regulares. Tais grafos estdo descritos em CVETKOVIC et al. [83], onde pode-
se encontrar um estudo detalhado sobre grafos cujo menor autovalor é exatamente

igual a —2. Dentre os resultados 1a encontrados, destacamos o seguinte.

Teorema 2.35 (CVETKOVIC et al. [83]) Se G ¢ um grafo regular conexo com
menor autovalor —2, entao G € um grafo linha, um grafo coquetel ou € um dos 187

grafos requlares excepcionais.

Os grafos conexos de ordem n em que \, > —2 estao caracterizados pelo teorema

a seguir.

Teorema 2.36 (DOOB e CVETKOVIC [82]) Seja G um grafo conexo em que
o menor autovalor € estritamente maior que —2. Para tal grafo, uma das sequintes

afirmagoes € verdadeira:

(i) G ~ L(T;1,0,...,0), onde T € uma drvore;
(1)) G ~ H, onde H é ou uma drvore ou um grafo uniciclico com ciclo impar;

(1) G € isomorfo a um dos 573 grafos excepcionais, descritos em [83].

22



Capitulo 3
Cotas para Ao

Neste capitulo apresentamos uma coletanea de resultados sobre o segundo maior
autovalor de um grafo, A9, que inclui cotas conhecidas e que o relacionam a ou-
tros invariantes de grafos. De modo analogo ao Capitulo [2| as demonstragoes dos
resultados aqui apresentados se encontram nas referéncias que os acompanham, a
excessao de alguns que optamos por reescrever as provas de maneira mais didatica.
Tais resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [17], [18], [20], [63],
[711, [76], [84], [85], [86], [87], [88], [89], [90], [91], [92] e [93].

3.1 Cotas gerais para \;

Iniciamos esta se¢ao com uma consequéncia decorrente do Teorema (Teo-
rema de Perron e Frobenius) em que, para todo grafo conexo G, o segundo maior
autovalor é estritamente menor que o maior autovalor de GG, ou seja, \s < A{, donde
se conclui que somente para grafos desconexos é possivel se ter Ay = Aq.

Dados os niimeros naturais ¢ e ¢, 3 < ¢ <, seja Gy, o grafo obtido das estrelas
Sy e S; pela coalescéncia de cada vértice pendente de S, a um dado vértice pendente
da estrela S;. O grafo resultante possui t + 1 vértices, dos quais t — £ sao pendentes.

Como exemplo, veja o grafo G4z, dado na Figura [3.1] obtido das estrelas Sy e S7.

Figura 3.1: Grafo G4 7.

Para um dado o € R, o teorema que segue exibe uma caracterizagao implicita

de conjuntos infinitos de grafos em que Ay < «. Tal caracterizacao é determinada
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por meio de uma cole¢ao finita de subgrafos proibidos.

Teorema 3.1 (HOWES [85]) Para qualquer conjunto infinito G de grafos, as se-

guintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) Existe um nimero real o tal que, para todo G € G, X\o(G) < av.

(11) Existe um inteiro positivo r tal que se G € G entdo G nao possui sub-
grafo induzido isomorfo a qualquer um dos sequintes grafos: (K1 U K,.) V K,
(TKl U Sr+1) V Kl, (TKl U Krfl) V Kl, KT U ST+1, 25r+1; Sr,r; QKT € Gr+1,t;
ondet>r-+1.

O proximo resultado fornece uma cota superior para A\ em funcao do niimero de

arestas do grafo.

Proposigao 3.2 (FAVARON et al. [T1]) Se G é um grafo com m arestas entao
A (G) < y/m.

Demonstragao. Seja A a matriz de adjacéncia de G. Segue da Proposigao
que M (G) + X3(G) < tr(A?) = 2m.
Nao ¢ dificil ver que para todo par de ntimeros reais = e y, (z+y)? < 2(2? +y?).

Dai segue que

M(G) +2a(G) < 2084(G) + M(G)) < 2/m. (3.1)

Se A\1(G) < /m entao A\ (G) < M (G) < y/m. Por outro lado, se A\ (G) > /m,
da desigualdade (3.1]) tem-se

Ao(G) < 2vm = M(G) < Vm,

e a prova se completa.
O

Usando a desigualdade (3.1]), o Corolario exibe outra cota para A9, que so

depende do indice e do tamanho do grafo.

Corolario 3.3 (FAVARON et al. [T1]) Para todo grafo G com m arestas a de-

sigualdade que seque é verdadeira,

A(G) < MG

Demonstragao. De fato, como 24/A;(G)A2(G) < M (G) + X2(G), o resultado
segue da desigualdade (3.1)).
U
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O Teorema |3.4] caracteriza os grafos em que Ay = 0 e estabelece que o segundo

maior autovalor de um grafo nao completo nunca é negativo.

Teorema 3.4 (SMITH [63] e HONG [76]) Seja G um grafo de ordem n > 3.

(i) Se G # K, entao \o(G) > 0. Além disso, G é um grafo multipartido completo

se e somente se G ndo tem vértices isolados e \o(G) = 0;
(11) Tem-se G ~ K, se e somente se \(G) = —1;
(11i) Nao existem grafos tais que —1 < A\o(G) < 0.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n > 2.
(1) Inicialmente, suponhamos que G é conexo e G % K,,. Do Lema [2.29, K, é um
subgrafo induzido de G e, do Teorema [2.28], chega-se a

X (G) > Xao(Kq2) = 0.
Se todas as componentes de G sdo completas entao, do Teorema [2.28]
AQ(G) = )\1(G2) > 0,

onde GGy é a componente de G com a segunda maior ordem.

Por fim, suponhamos que G possua uma componente C' que nao é um grafo
completo. Sendo C' um subgrafo induzido conexo de G' e C' % K, para p < n,
tem-se A2(C') > 0. Portanto, o Teorema implica em

Ao (G) > X2(C) >0,

o que conclui a primeira parte do item (7).

Para a segunda parte deste item, suponhamos que G é um grafo multipartido
completo de ordem n e G % K,,. Logo, existem inteiros 1 < p; < -+ < pg, pr # 1,
tais que G ~ K, . Dessa forma, G ~ K, U---UK,, e, portanto,

M (G) = —1. (3.2)

De edo Lemam obtém-se \y(G) < —1—M\,(G) = 0. Como, por hipotese,
G # K, chega-se a \2(G) > 0, o que implica em \y(G) = 0.

Reciprocamente, seja G um grafo sem vértices isolados tal que A\o(G) = 0. Su-
ponhamos, por absurdo, que GG nao é um grafo multipartido completo. Como G nao
tem vértices isolados e nao ¢ multipartido completo, da Proposicao G possui
como subgrafo induzido um dos seguintes grafos: 2K,, P, ou K; V (K; U K3). Como
tais grafos tém o segundo maior autovalor positivo, do Teorema , X (G) >0, 0
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que é um absurdo. Portanto, G é um grafo multipartido completo. O que completa
a prova do item (3).
(ii) Como Py, () = (x —n+ 1)(x + 1)"! tem-se A\y(K,,) = —1. A reciproca segue
imediatamente do item ().
(#i) Tal resultado decorre imediatamente dos itens anteriores.
O

Observe que a hipotese de G nao possuir vértices isolados é essencial para a prova
do item (i) do Teorema De fato, para n > 1, o grafo K,, U K; nao é multipartido
completo, mas Ay (K, UK;) = 0. O Corolario 3.5, que ¢ uma consequéncia imediata

do Teorema [3.4] caracteriza os grafos com exatamente um autovalor positivo.

Corolario 3.5 (SMITH [63]) Para que um grafo G tenha eratamente um auto-
valor positivo € necessdrio e suficiente que G seja um grafo multipartido completo

unido com eventuais vértices isolados.

A Figura exibe o grafo multipartido completo K33 34 que, de acordo com o

Corolério 3.5} possui exatamente um autovalor positivo, isto é,

Spec(Ksz34) = {—3.7082, =3 0% 9.7082}.

Figura 3.2: Grafo com exatamente um autovalor positivo.

Em 1988, HONG [76] ¢ POWERS [86], independentemente, encontraram cotas
superiores para Ao, de acordo com a paridade da ordem do grafo, que sao exibidas
no Teorema [3.6]

Teorema 3.6 (HONG [76] e POWERS [86]) Se G é um grafo de ordemn > 2,

entao

n—3
X (G) < 2

n sz
5—1, sen € par.

sen € impar;

Além disso, \o(G) = —1 + g se e somente sen € par e G~ 2Kn.
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Para discutirmos cotas para A\, em grafos conexos, necessitamos definir os cha-
mados grafos dupla pipa. Dados os inteiros nao negativos k e ¢, o grafo dupla pipa,
DK (k,?), é o grafo obtido pela coalescéncia de um dos vértices pendentes do ca-
minho FPy,o com um vértice do grafo completo K} e o outro vértice pendente do
mesmo caminho com um vértice de outro grafo completo K. Tais grafos tém ordem
n =2k + (. A Figura exibe os grafos dupla pipa DK (8,0) e DK(8,1) com 16 e

17 vértices, respectivamente.

DK (8,0) DK (8,1)

Figura 3.3: Grafos dupla pipa.

POWERS [86] mostrou que existem grafos que atingem a cota superior dada
no Teorema para o caso em que n é impar. No entanto, ndo conseguiu uma
caracterizacao destes. Tal problema foi resolvido por ZHAI et al. [87] em 2012 e &
parte do Teorema [3.7, que explicita cotas para o segundo maior autovalor de grafos

conexos.

Teorema 3.7 (ZHAI et al. [87]) Seja G um grafo conexo de ordem n > 2.

-3
(i) Se n € impar, \(G) < n A igualdade € satisfeita se e somente se
G~ DK (%51).
—6 24+4n—12
(1)) Se n € par, A\y(G) < n i n4 o . A igualdade € satisfeita se e

somente se G ~ DK (g, 0).

3.2 Cotas para Ay em grafos pertencentes a classes
especiais

Durante nossas pesquisas, observamos que ha poucos resultados na literatura
que se referem a determinagao de cotas para o segundo maior autovalor de grafos
irregulares, quando comparado com a estudos relacionados ao indice do grafo. No
entanto, existe uma vasta quantidade de resultados sobre o segundo maior autovalor

de um grafo quando este é regular. Nesta secao discutiremos cotas para o segundo
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maior autovalor de grafos regulares e grafos bipartidos. Tal secao foi baseada em
[17], [18] e [20].

O segundo maior autovalor de um grafo conexo regular desempenha um papel
importante na determinagao de sua estrutura. FEste fato foi observado em 1976,
BUSSEMAKER et al. [94], no que diz respeito a grafos ctbicos conexos. Neste
trabalho, os grafos cibicos conexos de ordem n < 14 foram ordenados lexicogra-
ficamente por seu espectro. Dado que todos estes grafos tém indice A\; = 3, Ag
desempenha um papel importante como autovalor. Observou-se entao que, os gra-
fos cubicos para os quais Ay é um numero pequeno, tém formas mais “arredondadas”,
isto é, sao grafos com didmetro pequeno e a cintura possivelmente alta. Ja para os
grafos cujos valores de Ay sao grandes, estes possuem uma forma mais “alongada”,
ou seja, tais grafos possuem didmetros grandes e cinturas pequenas. A Tabela [3.2]
exemplifica tal situacao referente aos grafos, Gy, G5 e G3, expostos nas Figuras
e[3.5l Nela, estao explicitados o segundo maior autovalor, o didmetro D, a cintura
g e a ordem n de cada grafo. Note que GGy é 5-regular, G5 é 3-regular, e ambos tém

formas arredondadas. Ja o grafo G3, com Ay maior, tem a forma mais alongada.

G

Figura 3.4: Grafos regulares em que Ay = 1.

Gs

Figura 3.5: Grafo 3-regular em que Ay =~ 2.89.
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Grafos | Ao | D |g| n
G4 1 2 14|16
Go 1 2 148
Gs 289 8 | 3|14

Tabela 3.1: Grafos regulares.

Uma explicacao parcial, dessas observagoes empiricas, foi dada em 1978 por
CVETKOVIC [90], pelo Teorema . Neste resultado, d, denota o grau médio do

subgrafo induzido pelos vértices nao adjacentes a um dado vértice v.

Teorema 3.8 (CVETKOVIC [90]) Seja G um grafo r-reqular de ordem n. Se v

€ um vértice qualquer de G entao

—U<T)\%+)\2(n—r).
— Xn—1)+r

Note que a cota superior, acima, para d, diminui & medida que Ao diminui. Além
disso, uma reducio em d, aumenta o nimero de arestas entre o subgrafo induzido
pelos vértices adjacentes a v e o subgrafo induzido pelos vértices nao adjacentes a v.
Simultaneamente, tais subgrafos possuem poucas arestas. Este fato explica a forma
mais redonda do grafo.

Em 2013, KOLEDIN e STANIC [91], mostraram que a ordem de grafos regulares

livre de tridngulos diminui a medida em que Ay aumenta.

Teorema 3.9 (KOLEDIN e STANIC [91]) Seja G um grafo r-reqular de ordem

n. Se G € livre de tridngulos entdo

< TZ()\2+2) —7’)\2(>\2+ 1) —A%
- r— M\ '

n

O Teorema de Alon-Boppana, dado a seguir, estabelece que para grafos nao

completos r-regulares de ordem muito grande, A\ nao pode ser menor que 2v/r — 1.

Teorema 3.10 (ALON [92]) Seja {G,.}n>1 uma familia de grafos r-regulares co-

nezos tais que |G,| =n. Ser >3 entdo

liminf A\y(G,) > 2vr — 1.

n—o0

Em 1991, uma generalizacao para o Teorema foi dado por NILLI [93]. Para
tal é preciso definir a distdncia entre duas arestas como o comprimento do menor

caminho cujos vértices terminais sao aqueles das arestas em questao.
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Teorema 3.11 (NILLI [93]) Seja G um grafo r-regular. Para k > 1, se em G

existem duas aresta que distam, ao menos, 2k + 2 entao

1 1
> W — — ,
X (G) > 2V/r 1(1 k+1)+k+1

Considere o grafo 3-regular G4 exibido na Figura As arestas e e ey, desta-

cadas na mesma figura, distam 4. Para k = 1, ao aplicar o Teorema obtém-se
2v2+1
Ao (Gy) > —

como é possivel constatar em

~ 1.9142, que de fato é uma cota inferior para A\s(G,) ~ 2.7785

Spec(Gy) = {—2.4893, -2, —1¥, —0.2892,0¥,1,2.7785, 3}.

€2

€1

« Gy >

Figura 3.6: Grafo 3-regular em que Ay =~ 2.7785.

Seja G um grafo r-regular de ordem n. Denotemos por A(G) o segundo maior

autovalor de GG, em valor absoluto, que ¢é diferente de +r, isto é,

M@ = _max (NG A(G) # £}

1€{2,3,....,n

Em vista do Teorema e desde que Ay < A, LUBOTZKY et al. [95] defini-

ram os chamados grafos Ramanujan, que sao aqueles r-regulares e conexos em que
AG) <2yr—1.
O grafo G4, da Figura 3.6 é um grafo Ramanujan pois
A(Gy) = M(Gy) ~ 27785 < 2V/2 ~ 2.8284.
O grafo G5, ilustrado na Figura|3.7], é 4-regular e tem como espectro

Spec(G) = {—2W 1@ 4},

Tal grafo também ¢ Ramanujan pois A(G5) = |Ao(G5)| = 2 < 2v/3.
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>

AN,
cs

Gs

Figura 3.7: Grafo 4-regular em que Ay = 1.

Para um estudo mais detalhado sobre grafos Ramanujan sugerimos [10], [92],
[93], [95], [96], [97], [98] e [99].

Os grafos bipartidos completos sao aqueles em que Ay = 0 e, este, € o menor
valor possivel que A\y(G) pode assumir, quando G é um grafo bipartido. O primeiro

resultado que estabelece uma cota superior para o segundo maior autovalor de um
grafo bipartido foi dado em 1988, por POWERS [86].

Teorema 3.12 (POWERS [86]) Se G é um grafo bipartido de ordem n entdao

sen =4k oun =4k + 1;
k+1), n=4k+2 oun =4k + 3,

k,
A (G) < { i

onde k = {ZJ .

As cotas dadas no Teorema [3.12] sdo sempre atingidas. Por exemplo, para n =

4k 4 r, onde r € {0,1,2,3}, os grafos desconexos Gy = K, wrz] UK, b [5] sa0
’ 2 ’ 2

extremais para g, dado que \o(Gy) = 1/ k (k: + L%J) Veja que ng ¢ no maximo
igual a 1.

Em 2012, ZHAT et al. |87] observaram que as cotas explicitadas no Teorema
nao sao atingidas no caso dos grafos bipartidos conexos de ordem par. Motivados por
este problema tais autores encontraram novas cotas e determinaram todos os grafos
bipartidos conexos que sao extremais tanto para estas cotas quanto para aquelas do
Teorema 3.12]

Seja um inteiro a > 2. Vamos construir uma classe de grafos, B,, em que cada
grafo G € B, é obtido como segue: tome duas copias do grafo K 12].[2] O conjunto
de vértices de 2K L2 ].[2] pode ser particionado em quatro conjuntos independentes,
Ay, Ay, By e By, onde A; e Ay sdo células de uma copia de KL%JJ%W e B; e By sao
células da outra copia. Tome um novo vértice u qualquer e escolha i,5 € {1,2}. O
grafo G € B, é o resultante de 2KL 1[4 U {u} com a ligagdo do vértice u a pelo

a
2
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menos um vértice da célula A; e a pelo menos um vértice da célula B;. A Figura

ilustra todos os grafos que constituem a classe Bj.

KK KX I

Figura 3.8: Grafos em Bj.

Para cada inteiro £ > 2, denotemos por 2K} ., o grafo conexo obtido pela co-
alescéncia de cada vértice de P, com um vértice de cada uma das coépias do grafo

Kj k. De maneira analoga, define-se o grafo 2Ky, ;. A Figura exibe os grafos

2K, e 2K5.,.

Figura 3.9: Grafos 2K35, e 2K3 ;.

Teorema 3.13 (ZHAI et al. [87]) Seja G um grafo bipartido conexo de ordem n.

(i) Sen =4k entio M\o(G) < \a(2KF ). A igualdade € satisfeita se e somente se
G ~ 2K} 5

(i) Se n = 4k + 1 entao \o(G) < k. A igualdade € satisfeita se e somente se
G e BQk;

(i) Se n = 4k + 2 entdo M\ao(G) < A(2Kf ;). A igualdade € satisfeita se e

~ e .
somente se G ~ 2K}

() Sen =4k+3 entdo \2(G) < \/k(k +1). A igualdade € satisfeita se e somente
se G € BQ’C-H'

Para o caso dos grafos bipartidos regulares, KOLEDIN e STANIC [91] melhora-

ram a cota superior para Ay, dada no Teorema [3.13|

Teorema 3.14 (KOLEDIN e STANIC [91]) Seja G um grafo r-reqular de or-

dem n. Se G € bipartido entao

—T.

X (G) <

|3
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Para n impar, NEUMAIER [88] determinou uma cota superior para Ay, quando

o grafo é uma &arvore de ordem n.

Teorema 3.15 (NEUMAIER |[88]) Seja n impar. Para toda drvore T de ordem
n R

3
n tem-se \o(T) < . A igualdade € satisfeita se e somente se T € isomorfo

a uma das duplas vassouras Spi1p+1,3, Spripa € Spps todas de ordem n = 2p + 3,

sendo p > 1.

No enunciado original do Teorema[3.15| nao foi fixada a hipétese de que as arvores
deveriam ter ordem impar. Em 1986, HONG [84] observou que a dupla vassoura
S334, dada na Figura [3.10, ¢ um contraexemplo para o Teorema [3.15 De fato,

1++v5 5
A2(S3,3,4) = v

> -
Figura 3.10: Dupla vassoura S 3 4.

2 2

O teorema a seguir explicita uma cota superior para o k-ésimo maior autovalor

de uma arvore.

Teorema 3.16 (HONG [84]) Se T ¢é uma drvore com n vértices entao para todo

ve o 2},

M(T) < [n - 2} .

Além disso, se n =1 (mod k), essa cota superior é a melhor possivel.

Em 1995, SHAO [89] determinou outra cota superior para o segundo maior au-

tovalor de uma arvore de ordem n. Tal cota é ¢tima quando n ¢é par.

Teorema 3.17 (SHAO [89]) Dadop > 1, seja T uma drvore de ordemn = 2p+2.

Se xy € a sequnda maior raiz do polinémio g(x) = x> + (p — 1)z* — 2z — 1 entdo

A(T) <y /g — 1+ a9. A igualdade € satisfeita se e somente se T ~ S, , 4.
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Capitulo 4
Grafos em que A\ nao excede 1

Neste capitulo dissertamos sobre o problema proposto por Hoffman e respondido
parcialmente por CVETKOVIC [26], que consiste em caracterizar grafos com Ag < 1.
Os resultados deste capitulo encontram-se em [26], [27], [30], [31], [32], [33] [100],
[101], [102] e [103].

4.1 Caracterizacao de grafos em que A\, <1

Os grafos tais que Ay < 1 foram investigados em 1982 por CVETKOVIC [26]. Em
muitos casos, estes sao grafos complementares de grafos cujo menor autovalor A, é
pelo menos —2, ou seja, A, > —2. Por exemplo, do Teorema [2.14] todo grafo regular

G em que \y(G) < 1 possui seu grafo complementar satisfazendo A, (G) > —2. O
caso geral ¢ dado pelo Teorema [4.1]

Teorema 4.1 (CVETKOVIC [26]) Seja G um grafo de ordem n > 2. Se

A(G) < 1, entao \,(G) satisfaz apenas uma das sequintes condigoes:
(i) M(G) < =2 < N1 (G).

Demonstracao. Da Proposicao obtém-se,
A (G) + M(G) < =1 < W(G) + M1 (G). (4.1)

Por hipotese, A\o(G) < 1. Assim, da desigualdade a direita de chega-se

a Ap_1(G) > —2. Portanto, ou \,(G) > —2 ou G tem exatamente um autovalor
menor do que —2.

O

Veja que a condicdo A\,(G) > —2 combinada com a desigualdade a esquerda

de (4.1)) acarreta em A\o(G) < 1. Além disso, em [26], foi observado que néo existem
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grafos de ordem n < 5 com Ay > 1. Mas, dentre os 112 grafos conexos de ordem
n = 6, tem-se que 23 deles satisfazem a Ay > 1. Tais grafos, ilustrados na Figura 4.1,
sao grafos complementares de grafos com exatamente um autovalor menor do que
—2. Em outras palavras, existem grafos com Ay < 1 cujos complementares sao grafos

com exatamente um autovalor menor do que —2.

PO D DD DB XL
>~ D <L <L =
<> P <

A o P S
R

Figura 4.1: Todos os grafos de ordem 6 em que A\ > 1.

Em geral, grafos em que a condigao (i) do Teorema é satisfeita, podem ou
nao ter a propriedade \y(G) < 1. A Figura exibe grafos que satisfazem tal

condicao e a Figura grafos que nao a satisfazem.

w 7

Ao(G) = 0.753 A (G) = —2.074

Figura 4.2: Grafos que satisfazem a condigao (ii) do Teorema .
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A2 (G) = 1.082 M (G) = —2.136

Figura 4.3: Grafos que nao atendem a condigao (ii) do Teorema .

Uma reciproca parcial do Teorema [4.1] ¢ dada a seguir.

Teorema 4.2 (CVETKOVIC [26]) Seja G um grafo de ordem n.

(i) Se \(G) > =2 entdo \(G) < 1;

(i) Se \,(G) = —2 entdo \o(G) < 1. A desigualdade € estrita se e somente se
—2 € um autovalor simples associado a um autovetor cujas coordenadas nao

somaim zero.

Grafos em que Ay < 1 possuem certas propriedades estruturais bem definidas

como assegura o proximo teorema.

Teorema 4.3 (CVETKOVIC [26]) Seja G um grafo de ordem n. Se My(G) < 1

entao € valida exatamente uma das sequintes afirmagoes:
(i) G tem cintura g < 6;

(1) G é uma floresta e tem diagmetro D < 4.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n e cintura g tal que A2(G) < 1. A
demonstracao segue dos dois casos a seguir.
Caso (i). G é um grafo com cintura finita g > 3.

Neste caso, G possui um subgrafo induzido isomorfo a C;. Consequentemente, do

2
Teorema [2.28, \2(C,) < Ao(G). Dado que g > 3, tem-se — < 1 e, da Proposi¢ao|2.12}
g

2
X (Cy) <1 & 2cos <—7T) <1

(2#) 1

& cos| — | < =

g 2
>

=



Portanto, G possui cintura no maximo 6.
Caso (ii). G ¢ um grafo aciclico, isto ¢, g = co.

Neste caso, G é uma floresta e tem diametro D > 2, isto é, G possui um subgrafo
induzido isomorfo ao caminho Pp,;. Do Teorema , Xo(Ppi1) < X2(G) e, da
Proposicao [2.12]

Xo(Ppy1) £1 & 2cos (DZIQ) <
= cos( 2m )<1
D+2) ~ 2
o o
D+2— 3
& D < A4

Portanto, G é uma floresta com didmetro no méaximo 4.
0J
Os grafos da Figura [£.4] mostram que a reciproca do Teorema [£.3] ndo é verda-
deira. Veja que o grafo G é uniciclico e tem cintura ¢ = 4 e T' é uma arvore com

diametro D = 3. Em ambos os casos, temos que os seus respectivos segundo maior
autovalor sdo iguais, \o(G) = \o(T) = V3 — V3 ~ 1.12603.

G T

Figura 4.4: Grafos que néo atendem a reciproca do Teorema [£.3]

4.2 Grafos em que \y <1

No Teorema , CVETKOVIC [26] provou que o conjunto dos grafos para os
quais Ao < 1, pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos de acordo com
o valor do menor autovalor do respectivo grafo complementar. Ele mostrou que,
embora a condicdo A, (G) > —2 seja equivalente a \(G) < 1, a condicio \,(G) < —2
nao é suficiente para que se tenha \y(G) < 1. Desde entdo muitos pesquisadores
atacaram o problema de caracterizar os grafos em que Ay < 1 em classes especiais.
Nesta secao apresentamos uma coletanea de tais resultados.

Iniciamos, esta secao, com a definicao de uma classe de arvores que é necesséria

para o Teorema [4.4]
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Dados t,¢ € N, tome a estrela S;, ¢ copias do caminho P; e o caminho P5. A
arvore Ty, ¢ aquela obtida da coalescéncia do vértice central do caminho P5 com o
vértice central da estrela S; e com um dos vértices pendentes de cada uma das /¢

copias de Ps, excluindo-se as copias de Ps; que formam Ps;. Veja a arvore 732 na

Figura

Figura 4.5: Arvore T55.

Em 1989, HONG [I00] determinou todas as arvores em que Ay < 1 e, em 1998,
SHU [I01] determinou todas as arvores em que Ay = 1. O Teorema retine tais

resultados, isto é, explicita todas as arvores em que \y < 1.

Teorema 4.4 (HONG [100] e SHU [101]) SeT ¢ uma drvore de ordem n entao
(i) Xo(T) <1 se e somente se T é isomorfo a Ky, S, ou a dupla estrela Ss,—a;

(i) \o(T) = 1 se e somente se T é isomorfo a S35 ou a Ti,.

Os grafos bipartidos conexos para os quais A\ < 1 foram caracterizados explici-
tamente em 1991 por PETROVIC [27]. Usando a técnica de subgrafos proibidos ele
determinou todos os grafos bipartidos conexos maximais que satisfazem a condigao
Ao = 1. Em vista disso e do Teorema [2.28 os grafos bipartidos conexos tais que

Ao < 1 sao subgrafos induzidos destes.

Teorema 4.5 (PETROVIC [27]) Sejam G um grafo bipartido conevo e H um
dos subgrafos induzidos dos grafos dados nas Figuras e 4.7  Para que

Xo(G) <1 € necessdrio e suficiente que G ~ H.

oI

Figura 4.6: Grafos bipartidos em que Ay = 1.
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N3

Figura 4.7: Classes infinitas de grafos bipartidos em que Ay = 1.

A Figura [4.7| exibe esquemas de classes de grafos bipartidos em que Ay = 1.
O esquema N; define uma classe de grafos assim construida. Dados os in-
teiros positivos t1, ty e t3, tome o grafo bipartido completo B cujo conjunto
de vertices € U = {uq,... Uy, U1y, U1, } cOM t; + to elementos e V' =
{V1, .0 U, Uttty -« oy Uty 4ts > cOm ty + t3 elementos. Tome o subgrafo B’ de B
excluindo-se as arestas {u;,v;}, 1 <i < ¢, e inserindo uma aresta pendente a cada
vértice uy, t1 +1 < k < t; + 1o, e a cada vértice v;, t1 +1 < j <41 + 3.

Para construir os grafos do esquema Ny, faca:

(1) Sejam U = {uy,us,us} e V= {vy,vq,v3}. Construa o grafo K33 com conjunto
de vértices U UV e tome o subgrafo abrangente H de K33 cujo conjunto de
arestas ¢ E(H) = {{w;,v;};i #jN1<1i,5 <3}

2) Dado um inteiro ¢t > 1, sejam W = {w, wo, ..., w;} e V' = {v}, vy, v5}. Tome
1, V2, U3

o grafo bipartido completo K3, cujo conjunto de vértices é V' U W,
(3) Faga a coalescéncia de H e K3, identificando os vértices v; e v}, 1 <1i < 3;
(4) A cada vértice de W acrescente uma aresta pendente;

(5) Finalmente, tome um vértice v e ligue-o a cada vértice de W. O grafo resultante

tem a forma do esquema Nj.
Para construir os grafos do esquema N3, faca:

(1) Dado um inteiro ¢ > 1, sejam V = {w,vy,vq,... 0043} ¢ U =
{uy,ug,...,upy3}. Construa a estrela Sy;y4 de centro w e com conjunto de

vértices V;

(2) Sejam Ey = {{v;,u;i};1 <i<t+3}e By = {{v, ury;};1 <i <tAl1<j <3}
Construa o grafo G com conjunto de vértices U U V' e conjunto de arestas
E(G) = E(Siy4) U E1 U Ey. Tal grafo tem a forma do esquema Nj.
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Dados dois inteiros positivos r e s, considere os conjuntos Sy = {wy, wa, ..., w,},
Sy = {v1,v9,...,025} € Sz = {ug,ug,...,us}. Denotemos por F; o grafo de or-
dem 7 + 3s cujo conjunto de vértices ¢ V' = S; U S5 U S5 e conjunto de arestas é
E = F,UFEyU Ej3, onde

By = {{vi,v;};1<i<j<2s}h
Ey, = {{w,v};1<i<rel<j<2sk
By = {{vak—1,ur}, {vop, ur}; 1 < k < s}

Para r = 1 e s = 3 temos S; = {w}, So = {v1,v2,v3,04,05,06} €
Sz = {uy,ug,uz}. A Figura exibe o grafo Fj 3.

w1

Ve

U1

Vs us

(Y (%
Uy 2 V3 4

U2
Figura 4.8: Grafo Fj 3.

Uma caracterizagao explicita para os grafos linha em que Ay < 1 foi dada, em

1998, por PETROVIC e MILEKIC [102], como segue.

Teorema 4.6 (PETROVIC e MILEKIC [102]) Um grafo linha conexvo G tem
a propriedade \o(G) < 1 se e somente se para quaisquer inteiros positivos r e s, G é

isomorfo a um subgrafo induzido do grafo F,. s ou a um subgrafo induzido de algum

dos grafos ilustrados na Figura[4.9.

(1<«

Figura 4.9: Grafos linha em que Ay = 1.
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Fixados os naturais r, s e t considere os conjuntos S; = {wy,ws,...,w,},
Sy = {v1,v9, ..., 035}, S3 = {ug,ug,...,uz}, By = E(CP(r)V Kgo), Ey =
{{vi, vs10i-1}, {vi, vs10i}; 1 <0 < s} e By = {{uok—1, Upsor }, {tok, wra }; 1 < k < t}.
O grafo F),;, de ordem r + 3s + 3t, é obtido de CP(r) V K, 9 cujo conjunto de
vértices ¢ V =51 U Sy U S3 e o conjunto de arestas é £ = Fy U Ey U Ej.

O Teorema fornece uma caracterizagao explicita dos grafos linha generaliza-

dos conexos em que Ay < 1.

Teorema 4.7 (PETROVIC e MILEKIC [30]) Um grafo linha generalizado co-
nexo de ordem n tem \y(G) < 1 se e somente se parar,s,t € N, ou G € isomorfo a
um subgrafo induzido de F, 5, ou € isomorfo a um subgrafo induzido de H, onde H
¢ um dos grafos ilustrados na Figura[{.10

SEoR
& L

Figura 4.10: Grafos linha generalizados com Ay = 1.

Sejam u e v vértices de um grafo conexo G. Dois caminhos de u a v sao inter-
namente disjuntos se, exceto u e v, nenhum outro vértice de G pertence a ambos os
caminhos.

Um theta grafo, Oy, s, s,, ¢ um grafo conexo constituido por trés caminhos in-
ternamente disjuntos de comprimentos si, so e s3 entre dois vértices de grau 3. A

Figura ilustra os theta grafos ©399 € O35 4.

Figura 4.11: Theta grafos ©399 € ©334.

Um theta grafo generalizado Gy, s, . s, consiste de um par de vértices conectados
por k caminhos internamente disjuntos de comprimentos s;, i € {1,2,...,k}. A
Figura ilustra o theta grafo generalizado G1235.
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Figura 4.12: Theta grafo generalizado G123 5.

Os theta grafos generalizados com a propriedade \; < 1 foram caracterizados
em 2008 por GAO e HUANG [103].

Teorema 4.8 (GAO e HUANG [103]) Dados os inteirosr >0, s > 1 et > 2,
seja G um theta grafo generalizado de ordem n. Tem-se \o(G) < 1 se e somente se

G € isomorfo a um grafo pertencente a uma das classes cujo esquema estd ilustrado

na Figura[{.13

Figura 4.13: Classes de theta grafos generalizados com Ay < 1.

Cada desenho, exibido na Figura representa um esquema de uma classe
particular de theta grafos generalizados e cada um dos inteiros r > 0, s > 1 et > 2
representam a quantidade de caminhos internamente disjuntos de comprimento 2,
entre os vértices u e v.

Sejam n,r € N tais quen > 4el <r <n—3. Seja S’ o grafo uniciclico
obtido da estrela .S,, pelo acréscimo de uma aresta e tome r copias de K. O grafo
uniciclico Uy (n,r) é aquele obtido da coalescéncia de um dos vértices pendentes de
cada uma das r copias de Ky com um vértice pendente de S}. De acordo com XU
[31], para todo n > 4, tais grafos tém o segundo maior autovalor igual a 1. Veja o
grafo U(6,2) exibido na Figura [4.14]

42



<

Figura 4.14: Grafo U(6,2).

Os grafos uniciclicos em que Ay < 1 foram determinados em 2004, de acordo com

o resultado que segue.

Teorema 4.9 (XU [31]) Dados os inteirosn >4 el <r < n-—3, seja G um grafo
uniciclico. Para que \o(G) < 1 € necessario e suficiente que G ~ Cg ou G ~ U(n,r)
ou G € isomorfo a um subgrafo uniciclico induzido de H, sendo H um dos grafos

ilustrados na Figura|4.15

T

.Y

Figura 4.15: Grafos uniciclicos em que Ay = 1.

Dados os inteiros nao negativos r e t, considere os grafos rKy e tP;. O grafo
biciclico ¥(r,t) é aquele obtido da coalescéncia do vértice de maior grau do grafo
K3 - K3, ilustrado na Figura [4.16, com um dos vértices pendentes de cada uma das
r copias de Ky e com um vértice pendente de cada uma das ¢ copias de P;. A
Figura explicita o grafo ¥(3,1). Em 2005, GUO [32] mostrou que tal classe
de grafos é a tunica classe infinita de grafos biciclicos com segundo maior autovalor
Ay = 1. O mesmo autor provou que, além dos grafos acima descritos, existem
exatamente 13 grafos com a propriedade Ay = 1. O Teorema {4.10| caracteriza todos

os grafos biciclicos com a propriedade Ay < 1.

43



>

KB : K3 @(37 1)

Figura 4.16: Grafos biciclicos.

Teorema 4.10 (GUO [32]) Dados os inteiros r > 0 et > 0, seja G um grafo
biciclico. Tem-se A2(G) < 1 se e somente se G ~ V(r,t) ou G € isomorfo a um

subgrafo induzido de H, sendo H um dos grafos ilustrados na Figura[4.17

PC R X 2K <K

@@%@%ﬁ
7]

Figura 4.17: Grafos biciclicos em que Ay = 1.

Dados os inteiros nao negativos r e t, considere os grafos rKy e tP;. O grafo
triciclico N(r,t) é aquele obtido da coalescéncia do vértice de maior grau do grafo
K3 - K3 - K3, ilustrado na Figura [4.18] com um dos vértices pendentes de cada uma
das r copias de Ky e com um vértice pendente de cada uma das t copias de Ps.
A Figura explicita o grafo N(2,1). Em 2011, LI e YANG [33] mostrou que
tal classe de grafos é a tinica classe infinita de grafos triciclicos com segundo maior
autovalor Ay = 1. O mesmo autor provou que, além dos grafos acima descritos, exis-
tem exatamente 30 grafos esporadicos, descritos na Figura [£.19, com a propriedade

Ao = 1. O Teorema [4.11] caracteriza todos os grafos triciclicos em que Ay < 1.

Ky K- K, N(2,1)

Figura 4.18: Grafos triciclicos.
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Teorema 4.11 (LI e YANG [33]) Dados os inteiros r > 0 et > 0, seja G um
grafo triciclico. Tem-se \o(G) < 1 se e somente se G ~ N(r,t) ou G € isomorfo a

um subgrafo induzido de H, sendo H um dos 31 grafos ilustrados na Figura[{.19

A LI LN

s goalads
e
REEDD
D4 L

Figura 4.19: Grafos triciclicos com Ay = 1.

*—0
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Capitulo 5
Grafos caracterizados por A9

Na Secao Teorema 3.4 vimos que os grafos completos sao caracterizados por
Ao = —1 e os grafos k-partidos completos, 2 < k < n — 1, sao aqueles caracterizados
por A\; = 0. Neste capitulo, apresentamos resultados que caracterizam grafos que
tem o segundo maior autovalor pertencente a determinados intervalos. Por exemplo,

o Teoremal5.3] dado por CAO e HONG [21], determina explicitamente os grafos em
1 .
que 0 < Ay < 3 © Teorema |5.10, dado por PETROVIC [22], caracteriza explici-

tamente todos os grafos conexos que satisfazem a condicao 0 < Ay < V2 —1¢€e o0
Teorema devido a SIMIC [25], caracteriza implicitamente todos os grafos para

0s quais Ay < , usando a técnica de subgrafos proibidos.

5.1 Grafos em que 0 < \y < %

Os dois lemas a seguir sdo necessarios para a demonstracao do Teorema [5.3]

que como dissemos anteriormente, caracteriza todos os grafos em que Ay € (0, %)

O primeiro explicita quatro subgrafos proibidos para grafos em que Ay < — e o

segundo, ao contrario do primeiro, os grafos em que esta desigualdade ¢é satisfeita.

Lema 5.1 (CAO e HONG [21]) Seja H;, i € {1,2,3,4}, um grafo da Figura[5.1]
1

Para tais grafos, tem-se Ao > 3

AFARLY =

1
Figura 5.1: Grafos para os quais Ay > 3
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Lema 5.2 (CAO e HONG |21]) Sejam n > 4 ¢ G ~ (n — 3)K; V (K; U K3).

Tem-se que A2(G) < 3

Demonstragao. Sejamn >4e G~ (n—3)K;V (K;UK>;). Como exemplo, veja,
para n = 7, o grafo G ~ 4K; V (K; U K>), exibido na Figura [5.2] com 4 vértices
gémeos falsos e 2 vértices gémeos verdadeiros, ambos de grau 5. Dai segue que G
tem um conjunto independente com n — 3 vértices gémeos falsos, todos de grau 3.
Além disso, G também possui dois vértices gémeos verdadeiros de grau n — 2. Logo,
da Proposigao[2.27], G tem 0 e —1 como autovalores cujas respectivas multiplicidades
sao, no minimo, iguais an —4 e 1.

Para determinar os trés autovalores restantes de GG, notemos que a matriz de

adjacéncia de GG pode ser escrita da seguinte forma:

0,3 | Jn-3)x2 | Lin—3)x1
A(G) - J2><(n73) Jy — I 0241 )
Lixn-3)| Oixe 0

onde 0 ¢é o vetor nulo, 1 denota o vetor cujas coordenadas sao todas iguais a 1 e as
respectivas matrizes I e J sao a identidade e aquela cujas entradas sao todas iguais
al.

A matriz A(G), como escrita acima, ¢ uma matriz em blocos cuja soma das linhas

satisfazem as hipoteses da Proposigao 2.9 tendo entao

0 21
A=|n-31 0|,
n—3 00

como matriz cujas entradas sao iguais as somas das linhas dos blocos de A(G) e cujo
polinomio caracteristico ¢ f(z) = 2° — 22 — 3(n — 3)x + (n — 3). Da Proposicao 2.9}

segue entao que

Pg(z) = 2" o+ 1)(2* — 2° — 3(n — 3)x +n — 3).

Como f tem grau impar, lim f(z) = —oo e lim f(z) = oo. Logo, exis-
T—r—00 T—00

tem a > 0 e b < 0 tais que f(a) > 0 e f(b) < 0. Como f(0) = n —

3>0ce¢ f(3) = —% < 0, as trés rafzes de f pertencem aos intervalos (b,0),

(0,3) e (5,a). Portanto, X»(G) < 3.

O
A Figura ilustra o grafo G ~ 4K, V (K; U K3) cujo espectro é

Spec(G) = {—3.1755, —1,0),0.3273, 3.8482}.
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Figura 5.2: Grafo 4K, V (K; U Ks).

O resultado que segue estabelece que os grafos que pertencem a classe definida

pelo Lema [5.2] sdo caracterizados pelo seu segundo maior autovalor.

Teorema 5.3 (CAO e HONG |[21]) Seja G um grafo de ordem n > 4 e sem

vértices isolados. Entao:

1
(i) 0 < XA(G) < g see somente se G ~ (n — 3)K; V (K; U K3).

(ii) A sequéncia A\ = Xy((n — 3)K, V (K, U K5)) € ndo decrescente e
1
i (n) — —
nh—I>Ic}o)\ 3

(ii1) Nao existe uma sequéncia {Gy}r>1 de grafos tal que

1 1
)\g(Gk) > g e lim )\Q(Gk) = g

n—oo

1
Consequentemente, nao existem grafos tais que Ao(G) = 3"

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n > 4 e sem vértices isolados. Conclui-
se a prova do item (i) através das cinco afirmagoes que se seguem.
Afirmagao 1. Se 0 < \o(G) < % entdo G é desconexo.

Suponhamos que G é conexo. Da Proposicao , G possui um subgrafo induzido

isomorfo a 2K5 ou P; e do Teorema [2.28

. VvVE—1 1
)\2(G> Z mln{)\2<2K2), )\2(P4)} = 9 > g,
o que contradiz a hipotese.
Para k > 2, sejam G1,Gs,...,Gk, as componentes de G. Logo, para cada

ie{l,2,...,k}, G; é um subgrafo induzido de G e para H ~ K}, segue que

GZH[Gl,GQ,...,Gk]. (51)

Afirmagao 2. Para cada i € {1,2,... k}, G; contém um vértice isolado.

48



De fato, suponhamos que para algum ¢ € {1,2,...,k} G; ndo contém vértices
isolados. Como G é conexo, segue da Proposicao , que G; contém um subgrafo
induzido isomorfo a 2K ou Py. Do Teorema [2.28]

Mo(G) > Xo(Gy) > min {Ma(2Ks), Ao(P1)} = \/32_ s
o que contradiz a hipotese (i) sobre A\y(G).
Afirmacgao 3. Existe i € {1,2,...,k} tal que G; ~ K; U K».

Com efeito, como \o(G) > 0, pela Proposigao , G nao é um grafo multipar-
tido completo. Assim existe i € {1,2,...,k} tal que G; possui dois vértices ndo
adjacentes. Assim, (G; tem pelo menos uma aresta e, da Afirmacao 2 conclui-se que
G; tem um subgrafo induzido isomorfo a K; U K.

Suponhamos que G; tem outros vértices além dos vértices de K1UK,. Neste caso,
G; contém um subgrafo induzido isomorfo a um dos seguintes grafos: I} = 2K;UK,,
Fy,=KiUP;ou F3 =K UKs3.

Suponhamos que Fj, 1 < j < 3, ¢ um subgrafo induzido de GG;. Como k > 2
existe um vértice u em G que ndo pertence a G;. Logo, o conjunto V (F}) U {u}
induz em G’ um subgrafo isomorfo ao grafo Hj, ilustrados na Figura [5.1]

1
Dos Lemas [2.28 etem—se X (G) > No(Hj) > 3 para cada j € {1,2,3}. O

que contradiz a hipotese A\o(G) < 3 Consequentemente, existe i € {1,2,...,k} tal
que G; ~ K; U K.
Afirmacao 4. G contém somente duas componentes, isto é, k = 2.

Da Afirmacao 3 podemos supor, sem perda de generalidade, que
G~ Ky UK.

Suponhamos k > 2 e considere os vértices u € Gy e v € G3. Neste caso,
V(G1) U {u,v} induz em G um subgrafo isomorfo a Hy, ilustrado na Figura [5.1]
Logo, do Lema [5.1| Ao(G) > Ao(Hy) > % O que contradiz a hipotese sobre \2(G) e
assim, k£ < 2. Pelo item (i) concluimos que k = 2.

Afirmagao 5. Para n > 4 tem-se G ~ (n — 3) K.

Com efeito, suponhamos que G5 possua uma aresta e = {u,v}. Em vista disso,
Gy U {u,v} induz em G um subgrafo isomorfo ao grafo Hy ilustrado na Figura [5.1]
Assim \o(G) > A\o(Hy) > %, contradizendo a hipdtese. Logo G é um subgrafo vazio
de G de ordem n — 3, visto que G; ~ K; U K.

Das Afirmacoes 2, 3,4, 5 e da equacao segue que G ~ (n—3) KV (K1 UKY).
Logo, do Lema , Ao (G) < %, o que conclui a parte ().

(ii) Inicialmente, observe que a sequéncia A™ = X\y(G) é convergente pois

1
A e (0, 3 e é nao decrescente pelo Teorema [2.28

Do Lema A ¢ raiz do polinémio f(z) = 2% — 22 — 3(n — 3)z + (n — 3).
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Logo,

3 3(n—3)
N
Consequentemente, lim A" = —.
n—00 3

1
(111) Suponha que existe um grafo H tal que 3 < A(H) < 1. Entao, pela demons-

tragao da parte (i) seque que
)\2(H> Z min{)\g(Kg), /\2(P4), /\Q(Hl), /\Q(HQ), /\2<H3)7 A2<H4)} > 07 334

Portanto, nao existe uma sequéncia {Gy}r>1 de grafos tal que
1 1
)\Q(Gk) > § e lim )\2(Gk-) = —-.

n—00 3
O
O Corolario fornece uma cota inferior para \y(G), quando G nao é um grafo
multipartido completo e o Corolario determina o menor ntmero real positivo que

Ao(G) pode assumir.

Corolario 5.4 (CAO e HONG |21]) Seja G um grafo com n > 4 vértices e sem

vértices isolados. Se G nao € isomorfo a um grafo multipartido completo, entao
)\Q(G) Z )\2((71 — 3)K1 V (Kl U Kg))

Além disso, a igualdade € verdadeira se e somente se G ~ (n — 3)K; V (K1 U K»).

Corolario 5.5 (CAO e HONG [21]) Nao existem grafos de ordem n > 4 tais

que 0 < Ay < 1, sendo r a sequnda maior raiz do polinémio f(z) = 2* — 2% — 3z + 1.

Demonstragao. Seja G ~ K;V (K;UKy). Do Lema5.2] f(z) = 2® — 2% — 3z +1
¢ o polinémio caracteristico de GG cuja segunda maior raiz é r. Do Corolario nao

existe grafo de ordem n > 4 em que 0 < A\(G) < 7.
0

5.2 Grafos em que 0 < Xy <2 —1

O Teorema 5.3 afirma que os grafos (n—3)K; V (K;UK3) s@o caracterizados pelo
seu segundo maior autovalor. Em busca de outras classes de grafos cuja estrutura
possa ser caracterizada por uma cota superior de Ay, PETROVIC [22] generalizou o
Teorema explicitando todos os grafos para os quais se tem Ay < v/2 — 1.

Lema 5.6 (PETROVIC [22]) Seja H;, i € {5,6,7,8}, um grafo da Figura .
Para tais grafos tem-se Ay > /2 — 1.
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Figura 5.3: Grafos em que \y > V2 —1.

Lema 5.7 (PETROVIC [22]) Se H ~ \/, (K;UK3) ¢ G ~ (\/, (K1 UKy)) V
(V,,(pK1)) entao

(i) Pa(z)=(z+ )" 2?2+ 2z — )" (2 —3(n—1)2? — 2n— Dz +n —1);
(ii) Pg(x) = 2™P=D(z 4+ p)™ o + 1)" (2% + 22 — 1)"L¢(x), onde
o(z) = ' —Bn—-1)+pm—1))2> - Bpn+m—1)+2n—1)z*+
+(p2n+m—-1)—n+1)z+pn+m—1)
(iii) Paran =1, tem-se \o(G) < V2 — 1 ¢, para n > 2, tem-se \o(G) =2 —1 .

Os Lemas e determinam os grafos resultantes de jun¢oes de grafos com-
pletos tais que Ay < /2 — 1. Tais lemas nos levam ao Teorema m que caracteriza

todos os grafos tais que 0 < \y(G) < V2 — 1. Suas demonstragoes encontram-se no
Apéndice [A]

Lema 5.8 (PETROVIC [22]) Sejam r, s e q inteiros positivos tais que r < s e
seja G ~ qK; V (K1 U K,.5). Tem-se \2(G) < V2 — 1 se e somente se uma das

sequintes condigoes € verdadeira:
(i)r>1,s>req=1;

(i) r=1,s>1eq>2;
(i) r=2,8>2eq=2;

(iv) r=2,2<s<3eq>3;
(v) r=2,s=4e3<q<T7;
(vi) r=2,s=5e3<q<4;
(vii) r=2,6<s<8eq=3;

viie) r=3,s=3e2<q<4;
(viii)
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(ixr) r=3,4<s<Teq=2;
(x) r=4,s=4¢eq=2.

Lema 5.9 (PETROVIC [22]) Sejam r, s, p e q inteiros positivos tais que r < s,
p<qesejaG~K,, V(K UK,;). Tem-se \s(G) < V2 — 1 se e somente se uma

das sequintes condicoes € verdadeira:
(i)r=1,s=1el<p<g;
(i) r=1,s=2,1<p<2ep<gq;
(i) r=1,s=2,p=3e3<q<7;
(w) r=1,s=2,p=4eq=4;
(v)r=1,s=3,p=1leqg=1.
O Teorema [5.10| caracteriza explicitamente os grafos em que 0 < X\o(G) < v/2—1.

Teorema 5.10 (PETROVIC [22]) Seja G um grafo sem vértices isolados. Para
que se tenha 0 < Xo(G) < V2 — 1 € necessdrio e suficiente que valha uma das

sequintes condicoes:
(Z) G = (\/n(Kl U K2)> \/ KSI ----- Sm;
(i) G ~qK 1V (K1UK, ;) ep, q, r e s satisfazem uma das condigoes do Lema '

(i) G~ K, ,V(K1UK,;) ep, q, 7 e s satisfazem uma das condi¢oes do Lema .

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n e sem vértices isolados tal que
0< A(G) <V2-1.
Afirmacgao 1. G é um grafo conexo.

De fato, se G nao é conexo entao 2K, é um subgrafo induzido de G e, do Teo-
rema Xa(G) > Xa(2K5) = 1, contradizendo a hipotese sobre A\y(G).
Afirmacao 2. G ¢é um grafo desconexo.

Da Afirmacdo 1, G é um grafo conexo. Se G é conexo entdo do Lema
G possui 2K, ou P, como subgrafo induzido. Logo, do Teorema Ao (G) >
min{A2(2K5), A2(Py)} = @ > /2 — 1, contradizendo o fato de A\y(G) < v2 — 1.

Da Afirmacdo 2, G possui t > 2 componentes, digamos G ~ Gy UGy U --- U G,.
Logo, da Afirmagao 1 e para H ~ K, segue que

GZH[Gl,GQ,...,Gt]. (52)
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Afirmacgao 3. Para cada i € {1,2,...,t} o subgrafo induzido G; de G possui um
vértice isolado.

Suponha que G; é conexo. Sendo G; conexo, do Lema tem-se que 2K, ou P,
¢ um subgrafo induzido de G;. Isto contradiz a hipotese sobre A\o(G) em vista do
Teorema 2,28
Afirmacgao 4. Existe i € {1,2,...,t} tal que o grafo G; é nao vazio.

De fato, suponha que para todo i € {1,2,...,t}, G; é um grafo vazio. Neste
caso, de (5.2)), G é um grafo multipartido completo e do Teorema 3.4 \o(G) = 0. O
que novamente contradiz a hipotese sobre Ao(G).

Afirmacao 5. Cada grafo GG; nao vazio, possui exatamente um vértice isolado.

Suponha que exista i € {1,2,...,t} tal que G; é ndo vazio e possui dois vértices
isolados. De e da Afirmagao 3, tem-se que o grafo Hy ~ K; V (2K; U K3),
exibido na Figura [5.3] é um subgrafo induzido de G. Assim, do Lema [5.6) e do
Teorema tem-se \y(G) > v/2 — 1, o que contradiz a hipotese sobre \y(G).

Denotemos por v; o vértice isolado de cada um dos grafos nao vazios Gj.
Afirmacgao 6. Todo grafo G;, nao vazio, € livre de triangulos.

Suponha que exista i € {1,2,...,t} tal que K3 é um subgrafo induzido de G;.
Logo, de e da Afirmagao 3, G possui o grafo Hy ~ K; V (K; U K3), dado na
Figura , como subgrafo induzido. O que contradiz a hipdtese sobre \o(G), em
vista do Lema 5.6l e do Teorema [2.28]

Afirmagao 7. Para todo grafo (G;, nao vazio, tem-se que G; — v; é bipartido
completo.

Da Afirmagao 6, G; nao contém K; V (K; U K3) como subgrafo induzido e como
min{\y(2K3), \a(Py)} > /2 — 1, também nao contém 2K, e P, como subgrafos
induzidos. Logo, da Proposicao [2.5] G; — v; é um grafo multipartido completo.

Como todo ciclo Cy, k > 5, satisfaz \y(Cy) > 0.61 tem-se, para todo
i € {1,2,...,t}, que G; nao possui um ciclo de comprimento impar como sub-
grafo induzido. Logo do Teorema [2.2] G; — v; é um grafo bipartido e, portanto, é
bipartido completo.

Para concluir a demonstragao do teorema considere os dois caso a seguir:

Caso 1. Pelo menos dois grafos G; e G;, i,5 € {1,2,...,t}, sdo ndo vazios.

Sem perda de generalidade, suponha ¢ = 1, j = 2 e que um deles, digamos
(G1, possua duas arestas. Da hipotese e da Afirmacgao 3, G5 possui K; U Ky como
subgrafo induzido. Logo, Hs ~ (K; U Ks) V (K1 U P3), ilustrado na Figura , é um
subgrafo induzido de G. Do Teorema [2.28| e do Lema [5.6

Ao (G) > No(H3) > V2 — L,

o que contradiz a hipotese \y(G) < v/2 — 1.
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Logo, se existem r > 2 grafos nao vazios entao estes devem ser isomorfos a

Ky U Ky, Assim, de (5.2)), tem-se

G ~ (Vr(Kl U KQ)) V Ksl,sg,...,s

m*

Se p = max{sy,Ss2,...,S,} entdo G é um subgrafo induzido do grafo
H~ (V. (KiUKy))V(V,,(pK1)). Do Teorema e do Lema [5.7| tem-se

Ma(G) < Mp(H) = V2 - 1.

Caso 2. Exatamente um dos grafos GG; contém uma aresta.

Sem perda de generalidade, suponha que Gy possua tal propriedade.

Se G; ~ K; UK entao G ~ (K1 U Ky) V Ky, 5,5, Assim, como no Caso 1,
para p = max{si, Sa, ..., S }, do Teorema e do Lema , obtém-se

Ma(G) < X (K1 U Ko) vV (V,,(pK1))) < V2 1.

Sejam 7 e s naturais tais que r < se 2 <s. Se G4 ~ K1 U K, ; entao t < 3.
De fato, se t > 4 entao o grafo Hy ~ K3V (K; U P;), exibido na Figura , é
um subgrafo induzido de GG. Do Teorema e do Lema , Mo (G) > No(Hy) >
V2 — 1, contradizendo a hipétese sobre A\y(G). Portanto, ou G ~ (K, U K, ) VK,

ouG ~ (KyUK,s)V K,, Em cada caso, o teorema segue dos Lemas e .
O

5.3 Grafos em que 0 < \y < @

CAO e HONG [2]] propuseram o problema de caracterizar os grafos tais que

5—1
- < X\ < 0, para 0 = \/_2 . Tal problema foi investigado nos artigos [23],

[24] e [25], onde os autores denominam por o-grafo qualquer grafo que possua tal
propriedade. Ao contrario das duas classes de grafos estudadas anteriormente neste
capitulo, os o-grafos nao foram completamente determinados. O Teorema [5.11]exibe
uma colegdo finita de subgrafos proibidos, obtida em SIMIC [25], que fornece uma
caracterizacao implicita para tais grafos. Antes de enunciarmos tal resultado, ne-
cessitamos definir uma classe de grafos que denotaremos por Q. Tal definicao seréa

dada recursivamente.

(i) K1 € Q;

(i1) se G € Q entao G UpK; € Q, para todo p € N;

(111) se G1,Gy € Q entdao G1 V Gy € Q;

(iv) qualquer grafo de Q pode ser obtido aplicando-se um niimero finito de vezes as

operagoes mencionadas em (ii) e (i) e somente estas.
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Teorema 5.11 (SIMIC [25]) Se H ¢ um subgrafo proibido minimal de um o-grafo

entao ocorre exatamente uma das sequintes afirmagoes.

(a) H pertence a classe Q;

(b) H € isomorfo ou a 2K5 ou a um dos grafos da Figura .

yalh vl valls B

Figura 5.4: Subgrafos proibidos para o-grafos.

Foi provado em SIMIC [24] que o conjunto dos subgrafos proibidos minimais
para os quais A\ < ¢ é um conjunto finito. Exceto para 2K5 e P;, todos pertencem
a classe Q. A lista completa destes subgrafos proibidos minimais esta descrita em
CVETKOVIC e SIMIC [I04]: a lista é extensa e contém grafos de ordem muito
maior dos que aqueles encontrados nas caracterizagoes ja apresentadas aqui.

A seguir, destacamos o principal resultado de CVETKOVIC e SIMIC [23].

Teorema 5.12 (CVETKOVIC e SIMIC [23]) Um o-grafo possui no mdzimo

uma componente nao vazia, G, para a qual uma das sequintes afirmacgoes € verda-
deira.

(a) G é um grafo multipartido completo;
(b) G é um subgrafo induzido de Cj;

(¢c) G tem cintura 3.
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Capitulo 6
Relacoes do tipo Nordhaus-Gaddum

Uma coloragao de um grafo G é uma atribuicao de cores a seus vértices, de
modo que vértices adjacentes tém cores diferentes. O menor ntimero de cores em
uma colora¢do de G ¢é o seu numero cromdtico, x(G). Em 1956, NORDHAUS e
GADDUM [40)] estudaram o ntimero cromético de um grafo G junto com o de seu
complementar G e determinaram cotas inferiores e superiores para a soma e para o

produto deles em termos da ordem do grafo, conforme o resultado que segue.

Teorema 6.1 (NORDHAUS e GADDUM [40]) Se G é um grafo de ordem n
entao
(n+1)°

2vn < x(G)+x(G)<n+1 e n<x(G) x(G)< 1

Desde entao, quaisquer cotas para a soma ou para o produto de um invariante
e desse mesmo invariante referente ao seu grafo complementar sao conhecidas como
relagoes ou desigualdades do tipo Nordhaus-Gaddum que chamamos de NG-relagoes
ou NG-desigualdades. Cotas semelhantes foram obtidas para um grande niimero de
invariantes de grafos como podem ser vistas em AOUCHICHE e HANSEN [105].

Este capitulo sera dividido em duas partes. Na primeira, apresentamos uma revi-
sao das NG-relagoes espectrais e, na segunda parte, os nossos resultados encontrados

com respeito a A9, envolvendo tais relagoes.

6.1 NG-relacoes espectrais

Iniciamos esta se¢ao com o resultado de NOSAL [41] e AMIN e HAKIMI [106]

que, independentemente, determinaram NG-relagoes para o indice de um grafo.

Teorema 6.2 (AMIN e HAKIMI [106]) Se G é um grafo de ordem n entao
n—1<M(G)+M(G) < V2(n—1).
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A cota inferior € atingida se e somente se G € um grafo reqular.

Para grafos irregulares, a cota inferior do Teorema [6.2] foi melhorada por NIKI-

FOROV [42], como mostra o teorema a seguir.

Teorema 6.3 (NIKIFOROV [42]) Se G é um grafo com n vértices e m arestas

entao
V254(G)

n—1+ 3

< M(@) + M (G),

n

onde s(G) = Z
i=1

Para todo grafo G de ordem n, em 2007, NIKIFOROV [42] mostrou que a cota
superior do Teorerna ndo é 6tima ao verificar que A\ (G)+ X\ (G) < (vV2—10"")n.
Desde entdo, tal problema foi estudado por CSIKVARI [43] e TERPAI [44] cujo

resultado, descrito no Teorema [6.4], apresenta a melhor cota superior conhecida

para a soma A (G) + A (G).

a2
n

Teorema 6.4 (TERPAI [44]) Se G € um grafo de ordem n, entao

M(G)+M@G) < =n—1.

Q| W~

Apesar do Teorema melhorar a cota superior do Teorema [6.2] ainda nao
sao conhecidos grafos extremais que a atendam. Assim, a cota acima podera ser
melhorada, como sugere a Conjectura devido a AOUCHICHE et al. [107] e,
de acordo com AOUCHICHE e HANSEN [105], o caso geral ainda permanece sem

solugao.

Conjectura 6.5 (AOUCHICHE et al. [107]) Se G é um grafo de ordem n en-
tao

(n), sen=1 (mod 3);
-4 0, sen=2 (mod 3);

7(n), sen=0 (mod 3),

2 o2 120+ 12 S N e
onde T (n) = 3n \/92 n e o(n) = 3n ?;l 6n + 9. Para

W

M(G)+M(G) <

W ot

gn

n =2 (mod 3), tal cota ¢ atingida se e somente se G ou G € isomorfo ao grafo split

completo cujo conjunto independente € formado por LgJ vértices ou [gw vértices.

Em 2007, NIKIFOROV [42] além de estudar as NG-relagoes para o indice de um
grafo, propos o estudo das NG-relagoes para todos os demais autovalores. No referido
artigo, ele também determina cotas superiores para as NG-relagoes do segundo maior
e do menor autovalores de um grafo. O caso do segundo maior autovalor aparece

COomo segue.
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Teorema 6.6 (NIKIFOROV [42]) Se G é um grafo de ordem n entdo

Ma(G) + Ma(G) < %

Demonstracao. Seja G um grafo de ordem n. Da Proposicao [2.8]
A(G) 4+ X3(G) + X2(G) + X2(G) + X3(G) + X2(G) < n(n —1). (6.1)

Da Proposicao [2.25],
Xa(G) + Mn(G) < 1.

Como M\(G) > 0e \,(G) < —

A(G) < XG)+20m(G) +1 (6.2)
< A(G) -1
< M(G).

Do Teorema e das desigualdades (6.1)) e , obtemos

(n—1)° F20G) + 2X02(G) < AHG) + X(G) + X2(G) + N(G) + XAG) + A2 (G)

2
< n(n—1).
Logo,
— 21
2X05(G) +2X5(G) < 5
e assim,
M(G) + (@) < /23(G) +2X3(0) < —=.

V2
O
Em 2014, NIKIFOROV e YUAN [45] determinaram uma cota superior para as
NG-relagoes de qualquer autovalor diferente do indice de GG, como exibe o seguinte

resultado.

Teorema 6.7 (NIKIFOROV e YUAN [45]) Seja G um grafo de ordem n. Se
2<s<mnen>15(s—1) entao

n

(@) +IM(G) < -1+ NoeED)

A demonstracao do Teorema segue a mesma linha apresentada na prova do

Teorema [6.6], exceto com o acréscimo do termo —1, onde é utilizada a chamada
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“técnica do blown-up”, a qual descreveremos a seguir. Antes disso, note que para o
caso s = 2 e para todo grafo G de ordem n > 15, o Teorema [6.7] fornece uma cota

melhor que aquela dada pelo Teorema [6.6]

Mo (G) + X (G) < 1+ 7 (6.3)

Sejam G um grafo de ordem n e seja t um inteiro tal que ¢t > 1. O grafo
blown-up de G, denotado por G, é a G-juncao de n copias do grafo tK;. Em 2006,
NIKIFOROV [108] descreve os espectros de G® e de GO, em funcio dos autovalores
de GeG.

Proposicao 6.8 (NIKIFOROV [108]) Seja G um grafo de ordem n. Para todo

mteirot > 1,

Spec(GM) = {0 AN (G), 1A (), ... tA(G)

Spec(GO) = {—1PED A (G) +t — 1, tA(G) +t —1,.. ., tA(G) + ¢ — 1}

Usando as ideias apresentadas por NIKIFOROV e YUAN [45], é possivel verificar
que a desigualdade ([6.3)) é estrita e vale para todo grafo de ordem n. De fato, suponha

que exista um grafo G de ordem n tal que

Ao (G) + A (G) > —1 + 7 (6.4)

Dado um inteiro ¢ > 2, seja H = G®. Como A\y(H) > 0, tem-se da Proposi-
cao[6.8]
No(H) 4 Mo(H) = t(Ma(G) + Ao(G)) +t — 1.

nt

Em outras palavras, o Teorema 6.6 implica em t(Xo(G) + Xo(G)) +t — 1 < ok

ou seja,
— t—1
Aa(G) + Ma(G) < % -—

Agora, fazendo t tender ao infinito chegamos a uma contradi¢cao com a desigual-

dade (6.4). E portanto, para todo grafo de ordem n, tem-se

Mo(G) +2(G) < —1 + % (6.5)

A Desigualdade (6.5)) melhora a cota dada pelo Teorema , no entanto, esta

ainda nao é 6tima como veremos na proxima segao.
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6.2 NG-relagoes para A,

Esta secao é dedicada a apresentacao de resultados que obtivemos referentes as
NG-relagoes para Ay. Inicicaremos estudando as classes de grafos para as quais a
soma Ay (G)+ A2(G) é ndo positiva. Posteriormente, apresentaremos um refinamento
da cota estabelecida pelo Teorema e, por fim, introduziremos o estudo de uma
nova cota superior para as NG-relagoes para Ay que é 6tima, no sentido da existéncia
de grafos que a atinja.

A Proposicao estabelece que os grafos completos e split completos sao as
tinicas classes de grafos, sem vértices isolados, em que \o(G) + Ao(G) € [—1,0].
Proposigao 6.9 Se G ¢ um grafo de ordem n > 3 com ao menos uma aresta entao

vale uma das sequintes afirmagoes:

(i) Se G # K, entio Mo(G) + Xo(G) > 0. Além disso, se G ndo possui vértices

isolados, Aa(G) + A2(G) = 0 se e somente se G é um grafo split completo;
(1) Mo(G) + Ao(G) = —1 se e somente se G =~ K,;
(iii) Ndo existem grafos tais que Xo(G) + Ao(G) € (—1,0).

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n > 3 com ao menos uma aresta.
Suponhamos que G # K,. Do Teorema Ao(G) > 0. Além disso, como
G # nK; tem-se G # K,,. Portanto,

Ao (G) + Ao (G) > 0. (6.6)

Para um inteiro p > 2, suponhamos que G ~ CS(n,p). Como CS(n,p) é
isomorfo a K ;,, do Teorema Ao(G) = 0. Desde que

Pg(z) = 2" P(z + 1"z —p+ 1),
segue-se que \y(G) = 0. Assim, \y(G) 4+ Xo(G) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que G é um grafo sem vértices isolados e que
A2(G)+X2(G) = 0. Desde que G 2 K, e possui ao menos uma aresta, segue de ({6.6)
que Ao (G) = Ay(G) = 0. Como G ndo tem vértices isolados, do Teorema , existem
inteiros py, po, ..., pr taisque 1 <p; <--- < pgepy >1demodoque G~ K, -
Consequentemente, G =~ K, U--- UK, , e A\o(G) = py_1 — 1. Contudo, \2(G) = 0
e assim, py—1 = 1. Logo, py = py = --- = pp—1 = 1 e, portanto, G ~ CS(n,pi). O
que conclui a afirmagao (7).

Se G ¢ um grafo tal que \o(G)+X2(G) = —1 entdo, da afirmacao , G~K,.

+
A reciproca é imediata visto que \o(K,,) = —1 e A\o(K,,) = 0. Logo a afirmagao (i)

esta provada.



Decorre imediatamente dos itens e .
O

Seja r ~ 0.3111 a segunda menor raiz do polinémio f(x) =23 —2? — 3z + 1. A
Proposicao mostra que ndo existe grafo G tal que 0 < \o(G) + Xo(G) < 7.

Proposicao 6.10 Sejam G um grafo de ordem n > 4 e sem vértices isolados. Se
para p € {2,3,...,n — 1}, G % K, e G % CS(n,p) entio M\y(G) + \o(G) > r. A
igualdade vale se e somente se G ~ Ky V (K; U Kjy).

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n > 4 e sem vértices isolados. Do
Lema e do Teorema , H ~ K; V (K; UK;) é o tnico grafo sem vértices
isolados para o qual A\y(H) = r. Como H ~ K, U K5 tem-se \y(H) = 0. Logo,
Mo(H) + Xo(H) = r. Dos Corolarios [5.4] e [5.5| chega-se a

r < X(G) < Xa(G) + X (G).

U

Daqui em diante, voltaremos nossa atencao a determinagao de uma cota superior

para a soma \a(G) + A2(G). O Teorema apresenta um refinamento para a cota
estabelecida em (/6.5]).

Teorema 6.11 Se G € um grafo de ordem n entao

TL2

Ao (G) 4+ X (G) < —1+ 5

l\DI3

Demonstragéio. Seja G um grafo de ordem n. Da Proposicao [2.8] obtém-se

Z (X (G) + X (G)) = n(n — 1), ou seja,

i=1
M(G)+ X (G +Z (N(G) 4+ X_i5(G)) =n® —n.

A cota inferior do Teorema implica em

N2 (G) + A2(G) > M@ ZM@) > (0 > )
Assim,
- — n? 1
Z n z+2(G)) S 7 - 5 (67)

=2
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Além disso, para cada i € {2,3,...,n}, da Proposigao tem-se

Ai(G) + Apina(G) < -1 (6.8)
Consequentemente,
n—I1 - n—1 1 L, n—1 1 . 3
(X(G) + N 4a(@) 2 D05 (G) + hina @ 2 D0 5 = 55
=3 =3 i=3

e, da desigualdade (/6.7]), obtemos

[\

NG +R@+ X+ RO <5 -5 +1 (6.9)
Por outro lado, da desigualdade (6.8), —\,(G) > A2(G) 4+ 1. Como X2(G) > 0,
segue que
M (G) > (A(G) +1)2 (6.10)
Analogamente, chega-se a
M (G) > (A(G) +1)2 (6.11)

Combinando as desigualdades (6.9), (6.10) e (6.11)) tem-se

2

A2(G) + (Ma(G) + 12+ X2(G) + (M(G) +1)2 < % - g ey
Logo,
2NUG) + 22T)) + 20(C) + M (@) < ”; S
Essa tltima desigualdade implica em
(A2(G) + 20(G))? + 2(0a(G) + 2(G)) — _2 “lii<o (612)

n?
O intervalo fechado |—1 — 4/ — —1 + — | corresponde ao conjunto

2
solucao da inequacao quadratica (|6 . Portanto,

| 3

< _
Ao (G) + A (G) < 5 g

U
Com o auxilio do AGX (software descrito em [109]) verificamos que a cota supe-

rior dada no Teorema nao é 6tima. Em vista disso, propusemos uma pequena
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melhoria para essa cota, isto é, para um grafo G de ordem n,

Xa(G) + Xa(G) < —1+\/%2—n—|—1, (6.13)

a qual nos reportamos como cota NGs.

6.3 Grafos que verificam a cota NG

Nesta secao provamos que ha varias classes de grafos tais que seus respectivos
grafos satisfazem a cota NGs. Dentre tais classes estao todos os grafos com cintura
a0 menos b, as arvores, os grafos uniciclicos e os grafos multipartidos completos. Da
Proposicao , segue que a cota NGy, dada em , é verdadeira para os grafos
completos de ordem n > 2 e para os grafos split completos de ordem n > 3. A
Proposigao[6.12{generaliza este resultado mostrando que qualquer grafo multipartido

completo também satisfaz tal resultado.

Proposicao 6.12 Seja G um grafo k-partido completo de ordem n > 3. Se

2<k<n-—1 entao
- n2
AQ(G)“")\Q(G) < -1+ ?—n+1

Demonstragao. Primeiramente, note que para todo n > 3, tem-se

2 2 1

n n
— = — - 1—=(n—2)?
1 5 n—+ 4(n )

n2

Para 2 < k < n — 1, seja G um grafo k-partido completo de ordem n > 3. Do
Teorema , Xo(G) = 0. Logo, para n > 3, do Teorema e da desigualdade
(6.14)), obtém-se

A (G) 4+ X(G) < —1+ =

O
O Teorema [6.13| mostra que a cota NGq se verifica para a classe das arvores e,

tal cota é atingida para a arvore Pj.
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Teorema 6.13 Se T’ € uma drvore de ordem n > 2 entdo

2
Xo(T) + Xo(T) < —1—1—\/%—71—1—1.

A igualdade € verdadeira se e somente se T ~ Py.

Demonstragao. Seja 7' uma arvore de ordem n. Usando as tabelas de arvo-

res explicitamente expostas em [I10], verifica-se o teorema para os casos em que

n € {2,3,4,5,6}. Suponhamos que n > 7. Da Proposigao e do Teorema [2.23]
segue que

Ao(T)

IN

—1 = \(T) = =1+ X\ (T)
< —1+vn-1 (6.15)

Do Teorema e da desigualdade ([6.15)), chega-se a

Mo(T) + M(T) < —1+,/g_1+m
< _1+\/2(g_1+n_1):_1+m. (6.16)

Paran > 7,
3n—4 =

< %—n—l—l, (6.17)

Portanto, o resultado decorre das desigualdades ((6.16)) e (6.17]).
. 5 _
Se T' ~ Py tem-se \o(Py) = \o(Py) = \/_2

. Assim,

— 42
>\2(P4)+>\2(P4):—1—1-\/_:—1—!—\/5—4—1-1.

Reciprocamente, seja 7' uma arvore de ordem n tal que

2
Ao (T) + Xo(T) = —1—1—\/%—71—1—1.

Da equacao (6.17) tem-se n € {2,3,4,5,6} e, de acordo com [110], existem 13 arvores
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nao isomorfas para tais valores de n. Dentre estas, a inica que verifica a hipdtese é

a arvore Pj.

O
A Proposicao fornece um critério, em funcao do indice do grafo, para que

os grafos de uma determinada classe satisfagam a cota NG,.

1 2
Proposicao 6.14 Seja G um grafo de ordem n. Se A\ (G) < 5\/ % —n+1 entao
_ n2
)\Q(G)+)\2(G) < -1+ ?—n—l—l.
- . 1 [n?
Demonstracao. Seja G um grafo de ordem n tal que A\ (G) < SV —n + 1.

Do Teorema [2.11

M(G) < —1-=X(G)
< -1+ M(G)
S P Y LU
= o2V "
Assim,
MG+ 2(G) < —1+20(G)

2
n
< -1+ =—-n+1
2
U
A Proposicao [6.15] assegura que os grafos uniciclicos também verificam a cota

NG,.

Proposigao 6.15 Se G € um grafo uniciclico de ordem n entao

2
Aa(G) + Ma(G) < —1+\/%—n+1.

Demonstragao. Usando as tabelas de grafos uniciclicos de ordens de 3 a 9, des-
critas em [I10], verifica-se que o resultado é valido para 3 <n < 9.

Seja G um grafo uniciclico de ordem n > 10. Note que, para n > 10,
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n2 TL2

2

1
:3%—n+1—§m—5+V%xn—5—V%)

2
<3%—n+1 (6.18)

Da Proposicao e da desigualdade ([6.18)), chega-se a

M(G) < Vi
< ! n_2 —n+1
2V 2
Da Proposi¢ao [6.14], obtemos a desigualdade desejada.
OJ
A Proposicao [6.15| produz uma infinidade de exemplos de grafos, com cintura ao
menos 3, que verificam a cota NG,. O Teorema generaliza esse resultado para

o caso dos grafos com cintura ao menos 5.

Teorema 6.16 Seja G um grafo de ordem n > 5. Se G tem cintura g > 5 entao

2
Mo(G) + M(G) < —1+\/%—n—|—1.

Demonstragao. Seja G um grafo com n > 5 vértices e cintura g > 5. A demons-

tragao sera feita em duas partes.

Parte 1: Suponha que o grafo G possua ordem e cintura no intervalo [5, §].
Existem 26 grafos nao isomorfos tais que n,g € {5,6,7,8}. Tais grafos estao

ilustrados na Figural6.1|e sdo todos uniciclicos. Assim, da Proposi¢ao[6.15], o teorema

se verifica.

Parte 2: Suponha que o grafo GG possua ordem n > 9 e cintura g > 5.

Para n > 9, tem-se

o = (i) (2 )
1

—n+1. (6.19)
Da Proposicao e da desigualdade ([6.19) segue que
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Da Proposigao [6.14},

2
A (G) + M(G) < —1+\/%—n+1.

Portanto, o teorema é verdadeiro para todo grafo de ordem n > 9 e cintura g > 5.

O

O T H

oledeRe)®
ST RS

sleteleasle
SIOTIe

Figura 6.1: Grafos com ordem e cintura no intervalo [5, 8].
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A Proposicao a seguir fornece outros exemplos de grafos com cintura 3 ou 4 que

verificam a conta NG,.

Proposicao 6.17 Dado um inteiro k > 1, seja G um grafo k-ciclico de ordem n.

Sen >5+ 16k + 31 entao

2
Ao(G) + Ma(G) < —1+\/%—n+1.

Demonstragao. Seja G um grafo k-ciclico de ordem n e tamanho m. Como

m = n + k, do Teorema obtém-se

M(G) < Vn+2k+ 1. (6.20)

Além disso, para todo n > 5+ v/16k + 31

2 2

An+2k+1) = %—n+1+(—%+5n+8k+3)
nQ
< Do+, (6.21)

Das desigualdades (6.20) e (6.21]), para todo n > 5+ v/16k + 31

Logo, da Proposi¢ao [6.14] obtém-se a desigualdade desejada.
O

A Proposigao [6.18 mostra que os grafos bipartidos r-regulares conexos também
satisfazem a cota NGs. Além disso, tal resultado exibe outros grafos de cintura 4

que verificam tal cota.

Proposicao 6.18 Se G' € um grafo conexo bipartido r-regular de ordem n entao

2
(G + A2(G) < —1+\/%—n+1.

Demonstragao. Seja G um grafo conexo bipartido r-regular de ordem n. Do

Teorema

(@) <20 (6.22)

Sendo G um grafo bipartido r-regular, dos Teoremas e obtém-se
M(G) = -1 -2, (G) =7 —1. (6.23)
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Das desigualdades ((6.22)) e :

Ao(G) + Xa(G) < —1 + g (6.24)
Como para todo n € N,
n? n? 1 )
n2
< ?—n—kl. (6.25)

Consequentemente, das desigualdades e , obtém-se o resultado.
O
Como discutido no Capitulo [3, grafos em que Ay < 1 foram investigados em
véarios artigos. O Teorema [6.19] assegura que todos os grafos com tal propriedade
satisfazem a cota NG, e, portanto, fornece outros exemplos de grafos com cintura 3

ou 4 que satisfazem tal cota.

Teorema 6.19 Seja G um grafo de ordemn > 2. Se min {X2(G), \2(G)} < 1 entdo

2
Ma(G) + Ma(G) < —1+\/%—n—|—1.

Demonstragao. Usando as tabelas de grafos de ordens de 2 a 7, dadas na refe-
réncia [110], verifica-se que o resultado é verdadeiro para 2 <n <7.

Suponhamos que G é um grafo de ordem n > 8. Neste caso,

2
(B+1) = L —n+1-Zn-3)
2

< % —n+1. (6.26)
Sem perda de generalidade, suponhamos que A\o(G) < 1. Do Teorema e da
desigualdade (/6.26]), chega-se a

A (G) + Xa(G) < —1+(g+1)

2

< -1+ %—n—{—l,

e, a demonstragao estd completa.
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Como aplicacao do Teorema [6.19, o resultados que segue mostra que os gra-
fos pertinentes as classes dos grafos linha generalizados e dos grafos excepcionais

também satisfazem a cota NGs.

Proposicao 6.20 Se G é um grafo de ordem n tal que \,(G) > —2, entdo

2
Xa(G) + Ma(G) < —1—1—\/%—7}—1—1.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n tal que \,(G) > —2. Do Teo-
rema , A2(G) < 1. O resultado entdo segue do Teorema m
O
Recentemente, LIMA et al. [47] determinaram de modo explicito todos os grafos
conexos nao bipartidos cujos autovalores, exceto o menor e o maior, estao no inter-
valo [—1,1]. Em particular, esse artigo fornece exemplos de grafos com cinturas 3
ou 4 em que )\, < —2 e que, de acordo com o Teorema também satisfazem a
cota NG,.

6.4 Grafos extremais para a cota NGy

Nesta se¢ao estudamos uma classe de grafos com cintura 3, definida em NIKI-
FOROV [72], cujos grafos satisfazem a cota NGs. Contudo, a definicdo que aqui
apresentamos, para essa mesma classe de grafos, parece mais natural quando uti-
lizada a operagao H-jungao. Os primeiros resultados desta se¢ao correspondem ao
estudo do espectro dessa familia, além da determinacao de cotas inferior e superior
para o segundo maior autovalor dos grafos desta classe. A partir dai, respondemos
o problema proposto por CVETKOVIC [26] e caracterizamos explicitamente todos
os grafos dessa classe em que o segundo maior autovalor nao excede 1.

Seja H ~ P, e sejam dados os niimeros naturais p e ¢q. Definimos os seguintes

grafos

Hypqqpt1 = P4[Kpa >Ea Kp+1]>

q
cujas ordens sdo n = 2(p+¢q) e n = 2(p+ ¢q) + 1. Consideremos a seguinte classe de

grafos
H(P4) = {Hp,q,qw Hpqqp+1:0,q € N}-

A Figura ilustra Ho559 € Ho 443, grafos em H(P;).
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Figura 6.2: Grafos em H(P;).

Note que, para n é par, a operacao complementar de grafos é fechada na classe

‘H(Py). No entanto, isto nao é verdade quando n é impar. Com efeito,

Hpgap > P4[Kp7ﬁqa an K] ~ P4[Kq>Fpa va Ky~ Hyppq € H(Ps) (6.27)

Hp7q,q,p+1 = P4[Kp7?q7 an Kerl] = P4[Kq7fpv Kerl; Kq] ¢ H(P4>'

Em vista disso, denotemos por H' o subconjunto de H(P;) constituido pelos grafos

de ordem par. A Figura |6.3| exibe um par de grafos complementares em H'.

H1221 H21,12

1Ly

Figura 6.3: Par de grafos complementares em H’'.

Note ainda que, os grafos de ordem impar em H(P;) sdo subgrafos induzidos de
grafos em H’'. De fato, dados os naturais p e ¢, o conjunto obtido pela remocao de
um vértice de grau p 4+ ¢ — 1 do grafo H, ,,,, induz o subgrafo H,_; ;4.

Logo, do Teorema [2.28] para cada i € {1,2,...,n}, tem-se

)\i+1 (Hp,q,q,p) < Ai(prl,q,q,p) < Ai(Hp,q,q,p)-

Isso significa que, para determinar cotas para o segundo maior autovalor da classe
‘H(Py), basta determinar cotas para grafos da classe H'. A Proposigao explicita

o polinémio caracteristico de tais grafos.

Proposicao 6.21 Dados os nimeros naturais p e q tais que G ~ H,, ., entio
Pg(z) = 220D (z + 1)2P~Y f(x), onde

fl@)=@"—(p+q+ 1z —q(z® = (p—q— 1z —2pq +q).
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Demonstracao. Fixados p,q € N, seja G ~ H,,,,. Assim, seu conjunto de

vértices pode ser particionado em duas células,
Vi={veVidlv)=p+q—1}eVo={veV;dw) =p+q},

onde | Vi |=2pe | Vy|=2gq.

Da definicao do grafo GG, cada uma de suas células, V; e V5, podem ser parti-
cionadas em duas células disjuntas. Em cada particao da primeira, ha p vértices
gémeos verdadeiros e, em cada particao da segunda, hé ¢ vértices gémeos falsos.
Das Proposigoes [2.26] e 2.27], temos A = —1 e A = 0 como autovalores de G' com
multiplicidades, no minimo, 2(p — 1) e 2(¢ — 1), respectivamente.

Note que a matriz de adjacéncia de G pode ser escrita como,

Jp — Ip Jpxq Opxq Op
Jaxp 0, Jq 0gxp
0gxp Jq 0, Joxp

Op Opxq Jpxq Jp - Ip

oK O K
=l o O
(]

cujo polindmio caracteristico é

fl@y=[2"—(p+qg—Dz—q][z*—(p—q— 1)z —2pg+q].

O polinémio caracteristico de G segue da Proposigao [2.9
O
Como consequéncia imediata da Proposicao [6.21], obtemos o Corolario [6.22] que

nos da o espectro dos grafos em H'.

Corolario 6.22 Dados os numeros naturais p e q, sejam r = p — q — 1,
s =qg+2p+2)+(p -1 et? = qlg+6p—2)+(p—1)* Se G =~ Hpyqp

entao

r—t oy T+29—s o T+t r+2¢+s
Spec(Hp,q,q,p):{ 92 ’_1(217 2)7770(2(1 2)7 9 ) 2 }

Demonstracao. O espectro de GG segue da Proposicao [6.21] incluidos ai os au-
tovalores diferentes de —1 e 0 que sdo as rafzes do polindémio f(z) = fi(z)fa(x),

onde

72



filg)=a>—(p+q—Daz—qe folx)=2>—(p—q— 1)z —2pq +q.

Para quaisquer p,q € N tem-se f1(—1) = p, f1(0) = —q e fi(p + q) = p. Logo,
as raizes do polinomio fi(x), x1 e xq, satisfazem

r+2q—s r+2q+s
Ty = Tq S (—1,0) € Xo9 = Tq S (O,p—i—q)
Analogamente, tem-se fa(—p — ¢) = p(2p — 1), fo(=1) = -—p(2¢ — 1),
f2(0) = —q(2p — 1) e falp+q) = 2q(¢ + 1) + p, donde as raizes do polindmio
fo(z), z3 € x4, satisfazem
r—t r+t
v3=——€(p-g-Nezs=——¢€(0,p+q)
4 -1
Comos—t:—M es+t>2(p—1) tem-se
s+t
s—t 2(p—1)
—o=g+ =g (1= 5,
Ty — Ty =g+ 5 Q( s 11 >

e o resultado segue.
O
Para o grafo Hs 59, ilustrado na Figura , temos p=¢=2,r=—1, s =17
et = 5. Do Corolario [6.22],

3— V17 3+ V17
Spec(-HQ,Q,Q,Q) - {_37 _1(2)7 T\/_) 0(2)7 27 +T} .

[ D
Figura 6.4: Grafo Hy295.

O proximo resultado relaciona o segundo maior autovalor de cada grafo em H’

com o correspondente autovalor de seu grafo complementar.

Proposicao 6.23 Dados os naturais p e q tais que G ~ Hp, 4 ., tem-se

/\2(HP7¢I7Q7P) - /\2(HPaQ7Q7P) + q - p

Demonstracgao. tDe fato, seguindo as notagoes do Corolério tem-se
Xo(Hpgqp) = I . De ([6.27)), obtém-se

7’1-{—751
9 )

>‘2(Hp,q,q,p) = >‘2(Hq,p,p,q) =

73



onder; =q—p—1let?=p(p+6g—2)+(¢—1)* Comor, =r+2(qg—p)et; =t,
o resultado segue-se.

O

Note que, para n par, o grafo complementar de Hizn_y1241 € 0 grafo

Hn_yy120 >~ DK (g, 0). Logo, obtém-se uma cota superior para o segundo maior

autovalor de um grafo conexo em funcao de )\Q(Hl,%_l,%_l,l), como exposto no Co-

rolario [6.24].

Corolario 6.24 Para n par e para todo grafo conero G de ordem n tem-se

M(G) <5 =2+ A(Hin 12 11).

|3

Demonstragao. Se GG é um grafo conexo de ordem n, para n par, tem-se do
Teorema que A\ (G) < Ay (DK (%, O)) O resultado segue da Proposicao m

O

Fixados um natural p e um ntmero real ¢ > 0, a Proposicao [6.25| mostra que

existe uma infinidade de grafos em H' tal que A € (2p — 1 —¢,2p — 1).

Proposigao 6.25 Para cada niimero natural p fivado, a sequéncia (2),cy, dada por
2 = M(Hppit—1p+t-1p), € crescente e converge para 2p — 1. Além disso, parat > 1,
2z < 2p—1.

Demonstragao. Seja f a fungao definida para todo x > —4p +2 + 24/p(2p — 1)
e dada por

fa) = —x+\/(x+4p—22)2—4p(2p—1)‘

Sua funcao derivada é

L x+dp—2—/(x+4p—2)2—4p(2p— 1)

F 2/(z+4p —2)2 — 4p(2p — 1)

Como (z +4p — 2)* —4p(2p — 1) < (z + 4p — 2)? tem-se f'(x) > 0 para todo
x> —4p+ 2+ 24/p(2p — 1). Consequentemente, f é uma func¢ao crescente.
Do Corolario [6.22] para todo t > 1, tem-se

2= f(t) < ft+1) = z41.

Portanto z; é uma sequéncia crescente. Além disso,
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—t 4+ /12 + 8pt — 4t +8p% — 12p + 4
)‘Z(Hp7p+t71,p+tfl,p) - 9

40 6p 2
Ap—o 4 2 2P 2
Pty

8p 4 8p* 12p 4
14y /1422425 22y =
+\/+t e T e e

Dai, obtém-se

Hm 2y = m Ao (Hppii1pri-1p) = 2p — 1.

Finalmente, suponha que exista t > 1 satisfazendo z; = 2p — 1. Dali,

(t+4p—2)* —4p(2p—1) = (t +4p — 2)* & 4p(2p — 1) = 0.

Logop =0 oup= %, contradizendo a condigao p > 1. Portanto, para ¢t > 1,

2z < 2p—1.
0
Para cada p > 1 fixado, o Corolario [6.26] explicita cotas inferior e superior para

os grafos em H'.

Corolario 6.26 Fizado p > 1 tem-se que, para todo q > p,

—1++4p(2p—1)+1
2

< )\Q(Hp’q’(Lp) < 2p — 1.

Demonstragao. A cota inferior segue do Corolério fazendo p = q e a cota
superior segue da Proposi¢ao [6.25 ao escolher ¢ = p+ ¢ — 1.

O

O Corolario caracteriza os grafos em H' para os quais se tem Ay < 1. Além

disso, ele assegura que H,,,, nao é um o-grafo, salvo quando p = ¢ = 1, caso em

queH11112P4.

V5 —1
2

Corolario 6.27 Dado que o = , para cada natural ¢ > 1 tem-se:

(i) 0 < Aa(Higq1) < 1;
(ii) No(Hpqqp) > 2 se € somente se p > 2.

Demonstragao. Parap = 1, as cotas inferior e superior seguem do Corolario [6.26]
Suponhamos Ao (Hp,44,) > 2. Do Corolario , tem-se 2 < 2p—1, donde p > 2.

A reciproca segue também imediatamente do Corolario [6.26]
O
Para G ~ H, ,,, 0 Teorema fornece o valor de A\y(G) + Xo(G) e os valores

de p e ¢ para que tal soma seja méaxima.

75



Teorema 6.28 Sejam p e q inteiros tais que G ~ Hy, 4 .., entao

Xa(G) + Xa(G) = =1+ /(g +6p—2)g+ (p—1)2.

n n
Além disso, tal soma € mdzrima quando p = LZJ eq= H

Demonstragao. A igualdade segue do Corolério e da Proposicao [6.23]
Sendo n = 2(p + ¢) temos

X(G)+X(G) = —1++/(¢+6p—2)q+(p—1)°

e Y R

i \/—16p2 +8;Lp+ (n — 2)2'

Seja o = v24/(n —1)2+1 > 0 e considere a funcao h : {n—a’n+a] SR

4 4

definida por h(z) =

n—oa n+o

. P . ., n—a n+auoa
Como h é continua em [ 1 e diferenciavel em ) segue

4 4 7 4
que h admite um méximo e um minimo. A fung¢ao derivada de h é dada por
2(n — 4x) n—a n+ o no

W(x) =
V/—162% + 8nz + (n — 2)2
os pontos criticos de h.

n—au n+« n «Q
Como h( 1 ) h( 1 ) e h 1 5 > 0, segue que h

admite valor maximo em x = —. Além disso, como p é um ndimero inteiro positivo,

. Assim, x; = , Tg =

e I3 = — sa
4

4 4

entdo A\2(G) + A2(G) atinge o valor maximo quando p = {%J Consequentemente,
n
=[5l
U

O Corolario mostra que os grafos em H' satisfazem a cota NGy e que essa

mesma classe contém uma subclasse de grafos que é extremal para essa cota.

Corolario 6.29 Dados p,q € N tais que n = 2(p + q) tem-se

2
TN n
)‘2(HP,q,q,P) + )‘2<Hp,q,q,p) < -1+ \/ ? —n+1.

Além disso, se n =0 (mod 4) entio G ~ H ¢ extremal para a cota NGs.

a3

n n
Y4044

Demonstragao. Sejam p,q € N tais que n = 2(p +¢). Sen = 0 (mod 4) e
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G ~ Hn »n n n, da Proposigao 6.23, \2(G) = \2(G). Do Corolério m tem-se

)\Q(G) + )\2(6) = 2/\2(G) =—-1+ \/ %2 -—n—+ 1,

e da Proposicao [6.28],

2
_ — n
Ao (Hpgap) + A(Hpgap) < Xa(G) 4+ Xa(G) < —1+4/ 5 + 1.
O

Do Teorema se G é um grafo de ordem n > 6 entdo G ou G tem cintura 3. Em
vista disso, os grafos complementares daqueles grafos discutidos nos Teoremas [6.13]
e [6.16] constituem classes infinitas de grafos com cintura 3 para os quais a cota NGy
se verifica. Esse fato e os resultados desse capitulo nos motivam a proposicao da

seguinte conjectura.

Conjectura 6.30 Se G € um grafo de ordem n entdo

2
(G + Xa(G) < —1+\/%—n—|—1.

Além disso, vale a igualdade se e somente se G >~ Hn en=0 (mod 4).

nnmn
140404
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Capitulo 7

Grafos com todos os autovalores,

exceto os extremais em |—2, ()]

Existem varios artigos na literatura que investigam grafos em que parte do es-
pectro esta contido em um certo intervalo real. Nos Capitulos [3] e 5] apresentamos
classes de grafos em que, para todo grafo da classe, seu segundo maior autovalor
pertence ao intervalo [—1,1]. Em 1982, TORGASEV [I11I] determinou todos os
grafos conexos em que o segundo menor autovalor pertence ao intervalo (—1,0].
Em 1991, PETROVIC [27] generalizou este resultado caracterizando todos os grafos
que possuem exatamente um autovalor menor que —1. Em 2015, CIOABA et al.
[46] caracterizaram os grafos cujos espectros contém exatamente dois autovalores
diferentes de £1. Em 2016, LIMA et al. [47] determinaram todos os grafos nao bi-
partidos de ordem n com exatamente dois autovalores nao pertencentes ao intervalo
[—1,1] e, em 2016, CIOABA et al. [48] determinaram todos os grafos que tém no
méximo dois autovalores diferentes de —2 ou 0. Neste capitulo, apresentamos nossas
contribui¢oes nessa linha, determinando todos os grafos de ordem n com exatamente

dois autovalores nao pertencentes ao intervalo [—2,0].

7.1 Resultados da literatura

Nesta segao revisamos os principais resultados encontrados em [46], [47] e [48].
Embora nao tenhamos apresentado suas demonstragoes, descrevemos e ilustramos
tais grafos com explicagoes dos referidos resultados.

Denominamos autovalores extremais de G o maior e o menor de seus autovalores,
ou seja, A1 e \,. Os demais autovalores sao ditos nao extremais.

Um grafo é denominado esporddico se ele nao pertence a uma classe infinita de
grafos com uma determinada propriedade.

Como dito anteriormente, CIOABA et al. [46] determinaram de modo ex-

78



plicito todos os grafos de ordem n cujos autovalores, exceto os extremais, sao
iguais a +1. Para descrever tais grafos, necessitamos da definicao da seguinte
classe de grafos regulares: dado um inteiro r > 1, sejam os conjuntos disjuntos
Vi = {u,ug,...,u.} e Vo = {v1,v9,...,v.}. Denotemos por L, o grafo bipartido
(r — 1)-regular em que V(L,) = ViU Vo e E(L,) = {{w;,v;};i#7 N 1<i,j<r}.
A Figura [7.1] exibe os grafos Lz e L,.

I TR

Figura 7.1: Grafos L3 e Ly.
Dados os inteiros positivos 7 e £, consideremos a seguinte classe de grafos
L={L,K/V(r—1)Ky, ({+1)KyV (r—1)Ko;£>1ANr>3}.

Seja G;, 1 < i <7, um grafo da Figura[7.2]

Gy

NSZN IS N/
4/1/“»}:(!‘[\\\ S NN ,.lan‘\;'qukl\‘\
RO Seteess XS

N K
N, V‘V N\ A oAy , = /
N N7

Figura 7.2: Grafos com dois autovalores diferentes de +1.
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Em 2015, CIOABA et al. [46] caracterizaram todos os grafos cujos autovalo-
res, exceto os extremais, sao todos iguais a 1 ou —1. O Teorema descreve tal

caracterizagao.

Teorema 7.1 (CIOABA et al. [46]) Se G ¢ um grafo conexo cujos autovalores,
exceto os extremais, sao todos iguais a 1 ou —1 entao G € L ou G € isomorfo a
um dos grafos esporddicos G;, 1 < i <7, ilustrados na Figura|[7.9 Além disso, os

espectros de tais grafos foram determinados como exibidos a sequir,

(i) Spec(L,) = {1 —r, =101 10=D » 1},

(ii) Spec(KyV (r — 1)Ky) = {%(6—\/—) —1(tFr=2) 10=2) (€+\/_)}, onde

=02+ 80r — 120 + 4;

(iii) Spec((0+ 1)Kz V (r — 1)Ks) = {1 — 2/z5, =1 12 11 4 2, /55 } | onde
—(+ )1

(iv) Spec(Gy) = {—3,—1W 14 3}
(1) Spec(Ga) = {—4, 10,16, 43,

(vi) Spec(Gs) = {1 —2v/7,—10) 14 1 4 2/7};
(vii) Spec(Gy) = {%(1 —/129), —14) 1), %(1 + \/129)},-

(viii) Spec(Gs) = {%(7 —V129), —1® 1, %(7+ \/E)}’

(ix) Spec(Gg) = {4 —V/37,—-19,1,4 4+ /37};
(x) Spec(Gr7) = {4 — 210, — 1,4 +2v/10}.

Em 2016, LIMA et al. [47] generalizaram o Teoremal7.1]ao determinar implicita-
mente todos os grafos nao bipartidos conexos de ordem n cujos autovalores, exceto
os extremais, pertencem ao intervalo [—1,1]. Neste artigo os autores definiram seis
classes infinitas de grafos que contém todos os grafos com a propriedade desejada.

Neste mesmo ano, CIOABA et al. [48] determinaram de modo explicito todos os
grafos que tém todos os autovalores, exceto no maximo dois deles, iguais a —2 e 0.
Para enunciarmos tal resultado precisamos definir classes de grafos como seguem.

Dado um inteiro p > 1, sejam os conjuntos disjuntos V; = {v;;1 < i < p} e
Vo = {u;;1 < j < p}. Denotemos por I', o grafo p-regular de ordem 2p tal que
V(T,) =WViuVae ET,) = {{vi,v;}, {wi, u;}, {vi,wi};i # 7 A1 < i,5 <p}. Para
p > 1, é facil notar que I', é conexo com I'y >~ Ky e I'y >~ C,. A Figura @ ilustra
os grafos I's e I'y. Note ainda, que I', tem duas cliques de ordem p, induzidas por

V1 e V,, respectivamente.
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Figura 7.3: Grafos I's e T'y.
Dado um natural ¢ > 2 e uma sequéncia nao decrescente n; < no < --- < ny,
para cada natural ¢; > 1, 1 <17 < t, o grafo multipartido completo com /¢; células de

cardinalidade n; serd denotado por

~Y
Kn(lél) néeZ),...,nyt) — Knl, c ,nljzzg, R ,n%,...,@t, C ,TLE- (71)

. ., . . t
Veja que o grafo K ;) () @) tem um nimero de células igual a Y liea
() F2) | S

ordem de tal grafo é entao n = 25:1 lin.

O grafo bipartido completo em que cada célula tem cardinalidade distinta sera
denotado por K, ,,. Caso as células tenham a mesma cardinalidade, tal grafo serd
denotado por Kn?). Poderemos omitir um superindice ¢;, 1 < i < t, toda vez que
£; = 1. Por exemplo, K« =~ Ky, e Ky 36) 400 =~ Ky 30 4

Sejam ¢ e s inteiros tais que 1 < ¢ < s e s > 2. O grafo ), de ordem
n =2(qg+ s)+ 1 & obtido da jungao do grafo Ky U Ky.) com o grafo K, isto é,
Qps > (Ko U Kye) VK. A Figura exibe os grafos €2 5, 29 € Q3 4.

Figura 7.4: Grafos (22, {229 € €234.

Considere o grafo 4-regular R dado na Figura e seja H o subgrafo de R
induzido pelos vértices destacados (em branco) na figura. Dado um inteiro ¢ > 1,

seja Y., o grafo obtido de R pela juncao dos vértices de H com o grafo dado Ky).
Além do grafo R, a Figura[7.5] exibe também os grafos T; e Ts.
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y B

R T T,

Figura 7.5: Grafos R, Y1 e Ts.
Dados os inteiros positivos a e b, seja
F - {Ka,ba KQ(G+2)7b7 Fa+2a Qa,b-ﬁ-l; Tb7 1 S a S b} .

Além disso, seja G, 8 < i < 13 um grafo exibido na Figura

ARV

Gy Gy Gio

Gn Gia
Figura 7.6: Grafos esporadicos com dois autovalores diferentes de —2 e 0.

Observe que o grafo G13, dado na Figura e rotulado na Figura [7.7] ¢ assim
construido: dados os conjuntos Sy = {u;;1 < i < 7}, S = {v;;1 < j < T}e
Sg = {w} tem-se V(Glg) = Sl U SQ U S3 (§

E(Gis) = {{ui, vz}, {vi, v5}, {wi, v b {vjwhii #5 A 1 <4, < T4
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Figura 7.7: Grafo Gi3.

Em 2016, CIOABA et al. [48] determinaram todos os grafos conexos de ordem

n em que no maximo dois autovalores diferem de —2 e 0.

Teorema 7.2 (CIOABA et al. [48]) Se G ¢ um grafo conexzo com no mdwimo
dois autovalores distintos de —2 e 0 entao G € F ou G € isomorfo a um dos grafos
esporddicos G;, 8 < i < 13, ilustrados na Figura[7.6. Além disso, os espectros de

tais grafos foram determinados como exibidos a sequir,

(i) Spec(Kqp) = {00072, £v/ab};

(it) Spec (Kot ) = {_2(@’ 0@+ a £+ \/(a+2)2+2(a+1)(b— 2)};

(iii) Spec(Tays) = {—20+1) 00+ ¢ a4 2};

(iv) Spec(Qapr1) = {20 0@+ g 4 b+ \/(a—b—1)2+ 1},
(v) Spec(Ty) = {=20+3) 00@+3) ¢ 4 3+ /a2 +3};
(vi) Spec(Gs) = {—2,—1,0? 3},
(vii) Spec(Gy) = {—2? 0¥ 1,3};
(viii) Spec(Gig) = {—23),00) 3 — /3,3 +/3};
(i) Spec(Gi1) = {—2®,0W,2,4};
(x) Spec(Giy) = {23,093 — /2,3 +V/2};

(xi) Spec(Grs) = {—2,00) 7 — 27,7 + 2/7}.

7.2 Grafos com todos os autovalores, exceto os ex-
tremais, em [—2, (]

Para determinar explicitamente todos os grafos cujos autovalores, exceto os ex-
tremais, pertencem ao intervalo [—2,0], vamos fazer uso da técnica de subgrafos

proibidos.
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Denotemos por C a classe dos grafos em que somente os autovalores extremais nao
pertencem ao intervalo [—2,0]. Sabe-se que dado um grafo, ao adicionarmos a ele
apenas vértices isolados, o espectro do grafo nao se altera, exceto pela multiplicidade
do autovalor nulo. Portanto, a qualquer grafo em C se a ele for adicionado vértices
isolados, este permanecera em C. Assim, seja C' o conjunto dos grafos em C sem
vértices isolados. Logo, para determinarmos explicitamente o conjunto C é suficiente
determinar todos os grafos em C’. Desde que A\, (k) = —1 e este é extremal temos
que K, ¢ C'. Do Teorema todo grafo ndo completo G tem \y(G) > 0. Além
disso, A\y(G) = 0 se e somente se G é um grafo multipartido completo. Assim, todo
grafo em C’ necessariamente é multipartido completo. A reciproca nao é verdadeira,

veja que o grafo 3-partido completo K 32, exibido na Figura tem espectro

3 — V57 3 57
Sp@C(K273(2)) = {_3’ T\/_’ 0(5)’ _'_T\/_} )

Mais claramente, como o autovalor ndo extremal A7(K,32) nao pertence ao

intervalo [—2, 0], pois

3 — /b7

tem-se K, 32 ¢ C' e, portanto, K, 3 ¢ um subgrafo proibido para os grafos em C'.

Ky 30

Figura 7.8: Subgrafo proibido para os grafos em C’.

Assim, se um grafo G possui K, 3@ como subgrafo induzido, o Teorema m
nos assegura que A\,_1(G) < Ar(Ky30) < —2, logo G ¢ C'. Isto significa que se
um grafo pertencente a C’ tem trés células e, ao menos, uma delas tem tamanho 2
entao tal grafo contém no méximo uma célula de tamanho n; > 3. Em vista disso,
estabelecemos a Proposicao[7.3] que fornece condi¢oes necessarias para que um grafo

pertenga ao conjunto C’.
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Proposicao 7.3 Seja G ~ anl) L) @) Se G € C' entao G pertence a uma das
1 D] yeees g

sequintes subclasses de grafos:

(1) Ky no

(1) K@)y, onde b1 > 2 eng > 2;
(111) K1) pyngs ONAE N > 2;

(1v) K@) o)y, onde ly > 2 €ng > 3;

(v) Ky ,,, onde by > 2 e ng > 3.

7.3 Caracterizacao da classe C’

As condigoes fornecidas pela Proposicao nao sao suficientes para garantir que
um grafo multipartido completo pertenca a C'. Por exemplo, os grafos Ky 4 e Ki12
satisfazem respectivamente as condigoes (7) e (ii), mas eles nao pertencem a C’. No
caso de Kj 4, o menor autovalor pertence ao intervalo [—2,0], pois \5(K;4) = —2
e, no segundo caso, o autovalor extremal A\;(K712) ~ —1.5615 também pertence ao
mesmo intervalo.

Nesta secao apresentamos a andlise de cada uma das classes de grafos dadas
pela Proposicao a fim de explicitar todos os grafos pertencentes ao conjunto C’.
A Proposicao descreve todos os grafos bipartidos completos em C’. Veja que

somente um ndamero finito deles nao esta em C’.

Proposigao 7.4 Os unicos grafos bipartidos completos que nao pertencem a C' sao

K1,1; K1,2; K1,3; K1,4 € K2,2-

Demonstragao. Sabemos que

SpeC<Kn1,n2> - {_ Vv N, O(n_2)a V n1n2}7

onde n = ny + ng. Logo, A\ (Kp, ny) = —y/Nin2 < —2 se e somente se os inteiros n,

e ny satisfazem uma das condigoes a seguir.
(i) ny =1emng > 5
(i) ny =2emng >3;

(iii) 3 <ny < no.

Dai obtém-se o resultado.
O
A Proposicgao identifica duas classes infinitas de grafos em C’ com exatamente

uma célula de ordem, ao menos, 3 e as outras de ordem 1.
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Proposicao 7.5 Sejam os inteiros {1 € ny com €1 > 2 e ny > 2. Os grafos multi-
partidos completos da forma Ky, ,, pertencem a C' se e somente se vale uma das

condigoes a Sequir.
(Z) €1:2 671224,’

Demonstragao. Sejam os inteiros /1 e ny com £ > 2 e ny > 2 e suponhamos que
G~ K 1061) 1y - Se Vp, denota o subconjunto dos vértices de G pertencentes as células
unitarias tem-se G[V;,| ~ Ky, e, neste caso, G ~ Ky, V nyK;. Do Teorema ,
obtém-se

Pg(z) = 2™ Yz 4+ 1) Y 2? — (6, — 1)z — liny),

—1- 0 —1)2 4+ 44
logo A1 = —1e M\ (G) = r \/( 12 )+ 1712‘ Assim,

/\n(G) < -2 & (61 + 3)2 < (61 — 1)2 + 461”2
=4 4€1n2—8€1—8>0
& li(ng —2) > 2. (7.2)

A desigualdade é verdadeira se e somente se valem as condigoes (i) ou (7).

O

Os grafos multipartidos completos com exatamente duas células de ordem maior

ou igual a 2 que pertencem a C’ sdo determinados na Proposicao [7.6, Desta proposi-
¢ao resulta que hé mais quatro classes infintas de grafos em C’, além de nove grafos

esporadicos.

Proposicao 7.6 Sejam (1, no e ng inteiros tais que {1 > 1 e 2 < ny < n3. O

grafo multipartido completo da forma K pertence a C' se e somente este €

1) no n3
isomorfo a um dos grafos esporddicos Ky 55, K12 56, K12 57, K12 58, K12 g6
Ko 44, K133, Ky 34 € Ky 33, exibidos na Figura[T.9, ou pertence a uma das

subclasses que sequem.
(1) Kinyns, ondeng > 2 eng > 3;
(1) K@) 9, onde by > 2 eng > 3;
(111) K@

onde ny € {3,4} e nz > ny;

;2,137

(iv) Ky 354, onde ng > 3;
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Demonstragao. Sejam /1, ny e ng inteiros tais que #1 > 1 e 2 < ny < n3 e supo-
nhamos G >~ K1) , -
e ny + n3z — 2 pares de vértices gémeos falsos associados a conjuntos de Vetores de
Faria linearmente independentes. Assim, das Proposicoes e A= —1le

A = 0 sao autovalores de G com multiplicidades, no minimo, n, +ng — 2 e #; — 1,

Logo, G possui £; — 1 pares de vértices gémeos verdadeiros

respectivamente. A matriz de adjacéncia de GG pode ser escrita como:

ng - -[51 Jflxnz lexng
A(G) = Jn2><€1 0’n2 J7’L2><n3

<]7‘L3 X {1 Jng Xn2 Ons

Da Proposicao [2.9, obtém-se a matriz

51 —1 Ng  MN3
Z - fl 0 ns 5
61 %) 0

cujo polindmio caracteristico é
h(z) = 2* — (61 — 1)2® — (ngnsg + €yny + £ng)x — ({1 + 1)ngns.
Assim, o polinémio caracteristico de G é
Pg(z) = oMo+ 1)t 72 (03 — (0 — 1)a® — (ngns + ling + ing)x — (€1 + 1)ngns).

Sendo G um grafo multipartido completo, do Corolario e da fatoracao de
P (), o polindomio h(z) possui exatamente uma raiz positiva, que ¢ o indice de G.

Além disso,

h(—n3) = —ng(ng —1)(n3 — ny);
h(—2) = —El(ng — 2)(713 — 2) + Tomnsg — 4,

Note que para quaisquer valores de ¢1 > 1 e 2 < ny < ng, h(—n3) < 0 e
h(—1) < 0. Dessa forma, para que se tenha \,(G) < —2 < \,,_1(G) é necessario e

suficiente que h(—2) > 0, o que equivale a encontrar as solugdes inteiras da inequagao

F(ﬁl,ng, 713) = —ﬁl(ng — 2)(”3 — 2) + nong — 4 2 0. (73)

Tais solugoes encontram-se descritas nos sete casos que se seguem.
Caso 1. Suponha ¢, =1eny =2+ k, com k > 0. De (7.3 obtém-se

F(1,2+ k,ng) = 2(k + ny — 2).
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Como k > 0 tem-se F'(1,2+k, ng) > 0 para todo ng > 3 e, consequentemente, nessas
condicoes tem-se K, n, € C'.

Para ny = 2, tem-se F(1,2,2) = 0 e h(z) = (z + 2)(2? — 22 — 4) tem raizes
1 =—-2exy=1—+5~—1.24. Logo, K195 ¢ C'.
Caso 2. Suponha f; > 2 e ny = 2. Neste caso,

F(l1,2,n3) = 2ng — 4.
e Parang >3, F({1,2,n3) =2n3 —4>0e Ky@),,, €C.
e Para ng = 2,
F(01,2,2) =0e h(z) = (z+ 2)g(x),

onde g(x) = 2% — ({1 +1)x —2(¢; +1). Como g(—2) =4 e g(—1) = —¢1, o polindémio
h(z) tem duas raizes negativas, ambas no intervalo [—2, —1). Portanto, a inequa-
¢ao (7.3) ndo admite solugao para ny = n3z = 2 e, consequentemente, K)o, ¢C'.
Caso 3. Suponha /4 =2 e 3 < ny < n3. Assim, de (7.3,

F(Q, N9, 7’L3) = —(ng — 4)n3 + 4712 —12.

Para ny = 3, F(2,3,n3) = ng > 0 para todo ng > 3;

Para ny = 4, F(2,4,n3) = 4, para todo ng > 4;
e Para ny, =5, F(2,5,n3) = —ng + 8 > 0 para ng € {5,6,7,8};
e Para ny =6, F(2,6,n3) = —2n3 + 12 > 0 para n3 = 6;

e Parany =7+k, com k>0, F(2,74 k,n3) = —(k + 3)ng + 4k + 16.

Assim,
4k +4)
F2,7+k >0 n3 < ——=.
(7 + 7”3)— ng = k+3
Como k>0eng>T7+k,
4(k +4
7+k<u<@k2+6k+5go. (7.4)

— k43

Desde que k£ > 0, a inequacao a direita de nao admite solugao. Portanto,
nao ha solugoes para a inequacao quando ¢; = 2 e ny > 7 e, consequentemente,
nessas condigoes K@), n, & C'

Caso 4. Suponha /1 =3 e 3 < ny < n3. Assim, da equacao ,

F(3,n9,n3) = —2(ng — 3)nz + 6ny — 16.
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e Para ny, = 3, F(3,3,n3) = 2 para todo nz > 3;
e Para ny =4, F(3,4,n3) = —2n3 + 8 > 0 para n3 = 4;

o Parany =5+k, com k >0, F(3,5+ k,ns) = —2(k + 2)ns + 2(3k + 7).

Logo,
3k+7
F(3,5+k >0 ng < :
(7 +7n3)— n3_k+2
Como k>0en3g>5+k,
3k+7
k<l Lakg3<o. (7.5)
k+2

Desde que k& > 0, a inequacao a direita de ([7.5)) nado admite solu¢do. Portanto,
nao ha solugdes para a inequacao ([7.3|) quando ¢; = 3 e ny > 5 e, consequentemente,
nessas condigoes K@), ny & C'

Caso 5. Suponha ¢4 =4 e 3 < ny < nsz. Logo,
F(4, N9, 713) = —(37’LQ - 8)713 + 8TL2 — 20.

e Para ny =3, F(4,3,n3) = —n3 +4 > 0 para n3 € {3,4};

e Parany, =4+k, com k>0, F(4,4+ k,n3) = —(3k + 4)nz + 4(2k + 3).

Logo,

8k + 12

F(4,4+k >0 ng < )

(7 + ,’I’Lg)_ n3_3k+4

Como k>0ens>4+k,
8k + 12
44 k< o3k +8k+4<0. 7.6
RS roREas (7.6)

Desde que k > 0, a inequacao a direita de ([7.6)) nao admite solugdao. Portanto,
nao ha solugoes para a inequacao ([7.3|) quando ¢; = 4 e ny > 4 e, consequentemente,
nessas condigoes K ,, n, & C'

Caso 6. Suponha /1 =5 e 3 < ny < ns3. Logo,
F(5,n9,n3) = —2(2ny — 5)ns + 10ny — 24.
e Para ny =3, F(5,3,n3) = —2n3 + 6 > 0 para n3 = 3;
e Parany, =4+ k, com k>0, F'(5,4+ k,n3) = —2(2k + 3)ns + 2(5k + 8).

Logo,
ok + 8
4 > < .
F(5, —|—k’,n3)_0<:>n3_ % + 3

89



Como k>0ens>4+k,

5k+ 8
A< 28T

2 2 < 0. .
<o @R k220 (7.7)

Desde que k& > 0, a inequacao a direita de nao admite solugao. Portanto,
nao ha solugoes para a inequacao quando ¢; = 5 e ny > 4 e, consequentemente,
nessas condigoes K, ny & C'

Caso 7. Dado h > 0, suponha /1 =6+ he3 <ny, <nzg. Parano=3+k, k>0e

da equagao ([7.3)),
F(6+ h,3+ k,n3) = —(hk + 5k + h + 3)ns + 2k(h + 6) + 2h + 8.

Assim,
2(h +6)k +2h +38

hk +5k+h+3

F(6+h,3—|—k‘,ng)20(:)n3§

Como k> 0ens>3+k,

20h+6)k+2h+8 (h+5)k*+(2h+6)k+h+1
Sk < <0. 7.8
RS sk hts (h+5)k+h+3 = (7.8)

Desde que h > 0 e k > 0, a inequagao a direita de (7.8) ndo admite solucao.
Portanto, nao ha solugoes para a inequagao quando ¢; > 6 e ny > 3 e, conse-
quentemente, nessas condigoes Ky, ,,, . & C'.

O

A Figura exibe os grafos esporadicos que satisfazem as condigoes da Propo-

sigao [7.6] cujos espectros sdo dados respectivamente por:

Spec (Ky255) = {—5,—1.89,—1,0® 7.89};
Spec (K, 56) = {—5.49,—1.94,—1,0 8.43};
Spec (K, 5,) = {—5.95,—1.98,—1,019 892}
Spec (K, 58) = {—6.39,—2,—1,009 939}

= {—4,-2,-1% 00 8}
= {-3,-1.89,—1® 0¥ 7.89};
= {-3.52,-2,—-1® 00 8.52};
= {=3,-2,—1W oW 9.

( )
( )
( )
(K1) 55)
Spec (Ky266) = {—6,—2,—1,009 9}
( )
( )
( )
( )

Os grafos pertencentes a C' com ao menos uma célula de cardinalidade 1 e ao

menos duas de cardinalidade 2 sao explicitados pela Proposigao [7.7]
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Figura 7.9: Grafos esporadicos que satisfazem a Proposigao [7.6]

Proposicao 7.7 Sejam {1, {5 e nz inteiros tais que 1 < 01 e 2 < Uy < ng. Para que

! 2 L. .
se tenha K1(41)72(z2)’n3 € C' € necessdrio e suficiente que ng > 3.

Demonstragao.

Sejam {1, {5 e ng inteiros tais que 1 < /1 e 2 < fy < ng e

suponhamos G >~ Kj«) o) ,,,- L0go, a matriz de adjacéncia de G pode ser escrita

COomao:
Jo, = Loy | Joyx2e, | Joyxens
A(G> = JZEQ X1 R2€2 ‘]282 Xnsg 9
Jng ><Z1 Jng X 2@2 Ong

onde Ry, é a matriz de adjacéncia do grafo multipartido completo Ky«,). Da Pro-

posi¢ao obtém-se a matriz

(G —1 20,

A

2 20y
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cujo polindmio caracteristico é
g(x) = .I‘3 - (61 + 262 — 3)(132 - ((fl + 262)713 + 2£1 + 2€2 - 2)[L’ — 271,3(£1 + 62)

Utilizando também a Proposicao [2.9| conclui-se que o polinémio caracteristico de G
é
Pg(x) = 22 (2 4+ 1)z +2)2 g(z).
Sendo G um grafo multipartido completo, do Corolario e da fatoracao de

P (), o polindmio g(x) possui exatamente uma raiz positiva, que ¢ o indice de G.

Além disso, para todo n3 > 3 tem-se

g(—n3) = —ng(ng —1)(n3 —2) < 0;
g(=2) = 2l3(ng —2) >0;

Logo, g(x) possui as suas raizes negativas nos intervalos (—ngs, —2) e (=2, —1).
Assim, conclui-se que para todo ng > 3, \,(G) < —2 e \,_1(G) = —2. Portanto,
G € (' para todo n3 > 3.

Agora, fazendo ng = 2 obtém-se g(x) = (x + 2)h(x), onde

Como h(—2) =2(l2+1) e h(—1) = —¢; conclui-se que o polinémio A(x) possui uma

raiz no intervalo (—2, —1) e a outra é positiva, pois é o indice de G. Portanto, para
ng=2G¢C.

O

A Figura exibe os grafos K o) 7, Kie 903, Kijwam 4 € Ko oo 5 que

satisfazem as condigoes da Proposi¢ao[7.7] cujos espectros sdo dados respectivamente

por:

Spec (Kyom ;) = {—4.54,-2,-1.2,0®),7.74};
Spec (Kyo o 3) = {—2.72,—-2?,—1.31, -1 0¥),10.04};
Spec (Kyw o 4) = {—3.3,-2,—1.48,—1® 00 9.79};
5)

Spec (Kyo 9 5) = {—3.74,-1.7,—1% 0% 9.44}.

A proposicao a seguir exibe os grafos em C’ que nao possuem células de cardina-

lidade 1.
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Figura 7.10: Grafos que satisfazem a Proposigao [7.7]

Proposicao 7.8 Sejam {1 e ny inteiros tais que 2 < {1 < ny. Para que se tenha

Ky, € C' € necessdrio e suficiente que ny > 3.

Demonstragao. Sejam /i e ny inteiros tais que 2 < ¢; < ny e suponhamos G ~

K2(41>,n2-
Para ny =2, G ~ CP(¢; +1). Como

Spec(CP(ly +1)) = {—2") 0@+Y 20, — 1},

tem-se A\, (G) = —2, o que implica em G ¢ C'.
Para ny > 3, G ~ CP({;) V n2K;. Do Teorema tem-se que
PCP(él)(x)PmKl (x)

(x — 20, +2)x
P4 (o 4 2)7 (o),

Pg(l‘)

((l’ — 2€1 + 2)ZE — 2€1n2)

onde f(z) = z* — (20, — 2)x — 2{1ny. Como o polinémio f(z) possui uma raiz
positiva, que ¢é o indice de G, e

f(=n2) = mna(na—2)>0
f(—2) = —261(71,2 - 2) < O,

conclui-se que A\, € (—ng, —2). Portanto, \,(G) < —2 e G € C’ para todo ny > 3.

O
Os grafos Ky 3 € Ky 4, ilustrados na Figura @, verificam a Proposicao @
e seus espectros sao dados por

Spec(Kys 5) = {-2.69,—23,0%),6.69};
Spec(Kyw 4) = {—3.4,-25,07 9.4}
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Figura 7.11: Grafos que satisfazem a Proposi¢ao [7.8]

O teorema a seguir retine os resultados apresentados nesta se¢ao para caracterizar

os grafos cujos autovalores, exceto os extremais, estdo no intervalo [—2, 0].

Teorema 7.9 Seja G um grafo de ordem n. Para que se tenha G € C' € necessdrio

e suficiente que se verifique, ao menos, uma das sequintes condigoes:
(i) G é um grafo bipartido completo nao isomorfo a K1, K12, K13, K14 € Koa;
(i) G ~ K@), onde l e ny satisfazem uma das condig¢oes da Proposi¢ao '

(iii) G ~ K,
¢do [7.6;

(iv) G ~ Ki)) ot2) g, 0nde Ly, by € n3 satisfazem as condigoes da Proposi¢ao '

) mpmgs ONAde Ly, no € ng satisfazem uma das condigoes da Proposi-

(v) G~ Kyu) onde 1 e ny satisfazem as condi¢coes da Proposi¢ao .

NoR

Como o acréscimo de vértices isolados a um dado grafo apenas aumenta a mul-
tiplicidade do autovalor A = 0, concluimos que um grafo (conexo ou nao) de ordem
n possui todos os autovalores, exceto os extremais, no intervalo [—2, 0] se e somente
se tal grafo é isomorfo a um dos grafos fornecidos pelo Teorema unido com even-
tuais vértices isolados. Note que a partir dai, temos uma caracterizagao explicita de

todos os grafos que constituem a classe C.
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Capitulo 8
Consideracoes finais

No decorrer deste capitulo, destacamos as nossas contribui¢oes e apontamos
alguns tépicos para possivel desenvolvimento futuro.

Em 2007, NIKIFOROV [42] propos o problema de encontrar as relagoes de
Nordhaus-Gaddum (NG-relagoes) para todos os autovalores de um grafo, como des-
crito na Se¢ao do Capitulo[6] Em 2014, NIKIFOROV e YUAN [45] encontraram
uma cota superior valida para todos os n — 1 menores autovalores de um grafo G de

ordem n e, em particular, mostraram que
n
Y
V2
mas nao exibiram grafos extremais para tal desigualdade.

Na Secao estudamos os grafos para os quais Ay(G) + A\o(G) € [~1,0]. De-
monstramos, na Proposicao , que Xo(G) + Ao(G) = —1 se e somente se G ~ K,

Ao (G) + A (G) < =1+ (8.1)

e que A\y(G) + A2(G) = 0 se e somente se G ¢ um grafo split completo. Além disso,
mostramos que ndo ha grafos tais que Ay(G) + Xo(G) € (—1,0). Com o auxilio do
AGX, para cada grafo G de ordem n, sugerimos um refinamento para a desigualdade
, dado que provamos a nao existéncia de grafos que satisfazem tal desigualdade

na igualdade. O refinamento de (8.1)) segue em ({8.2)).

Aa(G) + Xs(G) < —1+\/%2—n+1, (8.2)

o qual denominamos cota NGs.

Provamos que tal cota é véilida em diversas classes de grafos tais como arvores,
grafos uniciclicos, grafos linha generalizados e grafos excepcionais e encontramos dois
resultados mais gerais, que satisfazem a cota . Tais resultados foram discutidos
e descritos nos Teorema [6.16] e Teorema [6.19] O primeiro estabelece que a cota NGy
é verdadeira para todo grafo cuja cintura é no minimo g > 5 e, o segundo, mostra

que tal cota também é valida para grafos em que min {)\Q(G), /\2(5)} < 1. Apesar de
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nao apresentarmos uma demonstragao que valide a cota NG, para quaisquer grafos
(ficou fora deste escopo aqueles com cintura 3 ou 4), mostramos que para muitos
grafos, mesmo com cinturas 3 ou 4, que a cota NGy é satisfeita. Uma continuagao
natural desse trabalho é a investigacao de cotas para Ay em grafos com cinturas 3 ou
4, que sejam justas o suficiente para provar que a cota NGy é valida para qualquer
grafo. Na verdade, de acordo com o Teorema [2.1I, para provarmos a validade de
tal cota para todo grafo, basta mostrar que esta é verdadeira para todo grafo com
cintura 3.

Outra contribuigao original é mostrada no Capitulo[7], onde caracterizamos expli-
citamente todos os grafos cujos autovalores, exceto os extremais, estao no intervalo
[—2,0]. Tal resultado consta do Teorema [7.9| e generaliza os casos apresentados, em
2016, por CIOABA et al. [48].

Uma continuacgao deste trabalho esta na investigacao de outros intervalos reais em
que a distancia entre os autovalores extremais sejam pequenas. Também sugerimos

a investigacao de cotas para Ay em grafos de classes especiais.
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Apéndice A
Algumas demonstracoes

Aqui seguem provas de alguns resultados da Segao o

Lema Sejam r, s e q inleiros posilivos tais que r < S5 e seja
G ~ qK, V (K1 UK,j). Tem-se \(G) < V2 — 1 se e somente se uma das se-

gquintes condicoes € verdadeira:
(i)r>1,s>req=1;
(ii)) r=1,s>1eq>2;
(1)) r=2,8>2eq=2;
(w) r=2,2<s<3eq>3;
(v) r=2,s=4e3<q<T;
(vi) r=2,s=5e3<qg<4;
(vii) r=2,6<s<8eq=3;
(viit) =3, s =3 e2<q<4;
(ix) r=3,4<s<Teq=2;
(x) r=4,s=4eq=2.

Demonstragao. Note que G = (V, E) é um grafo de ordemn=r+s+qg+1eo

conjunto V' pode ser particionado em quatro conjuntos independentes:

Vi = {veVid(v) =4},

Vo = {veVid(v)=s+gq},
Vs = {veVidv)=r+q},
Vi = {veVidw)=r+s+1},



onde | Vi |=1, | Vo |l=r, | V5 |=se]| Vi |= ¢ Além disso, Vo, V3 e Vj sdo
conjuntos de vértices gémeos nao adjacentes. Portanto, da Proposicao A=0¢
um autovalor de G com multiplicidade, no minimo, r + s + ¢ — 3.

Para determinar os quatro ultimos autovalores de GG, note que a matriz de adja-

céncia de GG pode ser escrita como

0 | O01xr | O1xs | Lixg
0rx1 | Or | Jixs | Jrxq
Osx1 | Jsxr | Os | Jsxq
Lgsr | Joxr | Joxs | Og

A(G) =

A matriz A(G) é uma matriz em blocos cuja soma das linhas satisfazem as

hipoteses da Proposi¢ao 2.9 Assim obtém-se a matriz

0

|
I

0

S

_ o O O

0
0
r
r

o QK

cujas entradas s@o iguais as somas das linhas dos blocos de A(G) e tem
f(x) =2 = [(r+q)s+ (r + 1)glz* — 2qrsz + qrs

como polinémio caracteristico.

Pela Proposicao 2.9}
Po(z) = 2" (2 = [(r + @)s + (r + 1)q)a® — 2grsz + qrs) .

Os autovalores nao nulos do grafo G sao as raizes da equagao f(x) = 0. Além

disso,

f0) = gqrs>0;
fV2=1) = (3-2V2)(grs —rs —gs —qr —q) + (3 — 2v2)%;
f) = —q(r+1)(s+1)—rs+1<0.

Logo, f possui uma raiz no intervalo (0, 1), pelo Teorema a menor raiz de
f € negativa e pelo Teorema a maior raiz de f excede 1. Como f(0) >0e f é
um polinémio de grau par segue que f possui exatamente duas raizes positivas.

Dessa forma, \o(G) < /2 — 1 se e somente se f(v/2 — 1) < 0, o que equivale a

encontrar as solucoes inteiras da inequagao
T(q,r,s) =qrs—rs—qs—qr —q <0.

107



Tais solugoes sao descritas nos seis casos a seguir.

Caso 1. Se r > 1 entao

T(q,r,s) = —r(s+q—qs)—qs—q (A1)
< —25—2q+ 295 —qs —q
= gs—2s—3q=s(q—2)—3q.

Assim, se ¢ = 1 entéo T'(¢q,7,s) < —s — 3 < 0 para todo s > 2.
Caso 2. Se r = 1 entao, da equagao , T(q,1,s) = —s — 2q < 0 para quaisquer
s>leqg>2.
Caso 3. Se r = 2 entao, da equacgao (A.1J),

T(q,2,s) = s(q—2) — 3q. (A.2)

Se ¢ =2 entao T(2,2,s) = —6 < 0 para todo s > 2.
Para verificar as demais solugoes, determinemos o valores de ¢ > 3, na equagao

(A.2)), em fungao de s.

e Se s =2entao T(q,2,2) = —qg — 4 < 0 para todo ¢ > 3;

e se s =3 entdo T(q,2,3) = —6 < 0 para todo ¢ > 3;

e se s =4 entdo 1(q,2,4) = q—8 < 0 para q € {3,4,5,6,7};
e se s =5 entao T(q,2,5) =2¢ — 10 < 0 para q € {3,4};

e se s =6 entdao 7(q,2,6) = 3¢ — 12 < 0 para q = 3;

e se s =T7entdo 17(q,2,7) =4q — 14 < 0 para q = 3;

e se s =8 entao 1(q,2,8) = 5q — 16 < 0 para ¢ = 3;

e se s > 9 entao

T(q,2,s) = s(g—2)—3q
> 6g— 18.

Logo T'(q,2,s) > 0 para todo g > 3 sempre que s > 9.
Caso 4. Se r = 3 entao, da equagao (A.1)),

T(q,3,s) =2q(s — 2) — 3s. (A.3)

Como no caso anterior, determinemos os valores de ¢, na equagao ((A.3)), para os

quais T'(¢q,3,s) < 0 em fungao de s > 3.
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e Se s =3entao 1(q,3,3) =2¢g —9 < 0 para q € {2,3,4};
e se s =4 entdao T(q,3,4) =4q — 12 < 0 para ¢ = 2;
e se s =5 entdo 7(q,3,5) = 6¢ — 15 < 0 para q = 2;
e se s =6 entao T(q,3,6) =8¢ — 18 < 0 para q = 2;
e se s =T entdo 1T(q,3,7) = 10g — 21 < 0 para q = 2;
e se s > 8 entao
T(q,3,s) = s(2¢g—3)—4q
> 12q — 24.
Assim, se s > 8 tem-se T'(q,3,s) > 0 para todo ¢ > 2.

Caso 5. Se r = 4 entao, da equacgao (A.1J),

T(q,4,s) = q(3s — 5) — 4s. (A.4)

Determinemos os valores de ¢ > 2, na equagao (A.4), para que T(q,4,s) < 0 de

acordo com os valores do parametro s > 4.
e Ser =4entdo T(q,4,4) = 7qg — 16 < 0 para ¢ = 2;

e se s > ) entao

T(Q747 S) = 8(3(] - 4) - 5q
> 10g — 20.
Nesta situacao tem-se T'(¢,4, s) > 0 para todo ¢ > 2.

Por fim, mostremos que T'(q,r,s) > 0 para todo r > 5.
Caso 6. Se r > 5 entao

T(g,r,s) = rlgs—s—q)—qs—q
> 4gs — bs — 6q
= s(4q9—5)—6¢q
> 14q — 25.

Portanto, T'(q,r,s) > 0 para todo ¢ > 2 sempre que r > 5. O que conclui a

demonstracao do lema.
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Lema [5.9] Sejam r, s, p e ¢ inteiros positivos tais que r < s, p < ¢ e seja
G~K,,V(KiUK,;). Tem-se \y(G) < /2 — 1 se e somente se uma das seguintes

condicoes é verdadeira:

i)r=1,s=1el<p<gq
(i) r=1,s=2,1<p<2ep<g;

(iii) r=1,s=2,p=3e3<q¢<T,;

Demonstragao. A matriz de adjacéncia de G pode ser escrita da forma

0 | O1xr | O1xs | Lixp | Lixg
051 | Op | Jixs | Jrxp | Jrxq
A(G) = | Ogx1 | Joxr | 05 | Joxp | Jixg
Lpx1 | Jpxr | Jpxs | Op | Jpxq
Loxa | Joxr | Jgxs | Jaxp | Og

Assim obtém-se a matriz

000 pgq
00 P q
z:OTOpq,
1 r s 0 ¢
| 1 7 s p 0]

cujo polindmio caracteristico é

p(x) = 2° = (pg+rs+(p+q)(r+s+1)a’—2(rs(p+q) +pg(r+s+1))*
— (3qrsp —rs(p+q))  + 2pgrs.

Pela Proposicao 2.9 Pa(z) = 2" °p(x). Observe que o grafo H = K,V K, ; ~
K, ,rs € um subgrafo induzido de GG, obtido pela remogao do vértice isolado do grafo
KUK, . Logo do Teorema , Ay(H) = 0. Como G nao é um grafo multipartido
completo segue dos Teoremas e que \3(G) < A(H) =0 < Xo(G). Além
disso, como os autovalores nao nulos de G sao as raizes do polinomio p(z) segue que
este possui exatamente duas raizes positivas.

Como p(0) = 2pgrs > 0, para determinar os grafos para os quais \y(G) < V2 —1

precisamos determinar as solucdes inteiras da inequacao p(v/2 — 1) < 0.
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Como p(v2 —1) = (5v/2 = 1)T(p, q, 7, 5) + 29v/2 — 41, onde
T(p,q,r, ) = ((5 + 4\/§)pq +p—q-— 1) rs— <2pq(1 +V2+p+ q)) (s+r+1)—pq

e 0 < 29v2—41 < 5v/2 — 7, para que p(\/§ — 1) < 0 basta determinar as solugdes
inteiras da inequagao 7T'(p, q,r,s) < 0.
Determinamos o conjunto solugao dessa inequagao nos dois casos a seguir.

Caso 1. Para r = 1 tem-se a inequacao
T(p,q,1,5) = ((3 +2v2pg — 1)) s — (5 n 4\/5) pg—2p—2¢<0. (A5

Para determinar as solugoes inteiras de ((A.5|) explicitamos ¢ para cada variac¢ao

dos parametros s e p.

e Se s =1em (A.5)) tem-se
T(p,q,1,1) = — ((2+2\/§)pq+zp+2q+1) <0

para quaisquer inteiros p e g tais que 1 < p <gq.

e Fazendo s =2 em (A.5)) tem-se

T(p,q,1,2) =pg—2p—2q—2<0. (A.6)
Determinamos as solugoes inteiras da inequagao (|A.5)) atribuindo valores para
p em ((A.6).

— Sep=1entao T(1,q,1,2) = —q — 4 < 0 para qualquer ¢ > 1;
— se p=2entao T7(2,q,1,2) = —6 < 0 para qualquer ¢ > 1,

— se p=3entao 7(3,¢,1,2) = q¢—8 < 0 para q € {3,4,5,6,7};
— se p=4entao T(4,q,1,2) = 2¢ — 10 < 0 para q = 4;

- sepZSentéode

T(p.q,1,2) = plg—2)—2¢—2
> 3q—12>0

para todo ¢ > 4, isto ¢, a inequagao (A.6) ndo possui solugbes inteiras

para o caso b < p < q.
e Quando s = 3 em (A.5)) obtemos
T(p,q,1,3) = (4+2V2)pg — 2p — 29 - 3.
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~ Sep=1entio T(1,q,1,3) = (2+2v2)g—5 < 0se g = 1;

—-sep>2

T(p,q,1,3) = p<<3+2\/§)q—2) —9g—3

> (6+4¢§)q—520

para todo g > 2.

e Se s > 4 tem-se

T(p,q,1,5) = <(3+2\/§>pq—1>8—(5+4\/§>pq—2p—2q
> p<<7+4\/§>q—2>—2q—4
> 4V/2-1>0

para quaisquer inteiros p e ¢ tais que 1 < p < ¢. Logo a inequagao (A.5)) nao

possui solucoes se s > 4.

Caso 2. Se 2 <r < s entao

T(p,q,r,s) = r[<(5+4\/§)pq+p+q—1>s—(<2+2\/§)pq+p+q)]
—((2+2\/§)pq+p+q)(s+1)—pq
s<<8+6\/§>pq+p+q—2>—3<<2+2\/§>pq+p+q>—pq
> <9+6\/§>pq—p—q—4:p<(9+6\/§)q—l)—q—4

> 3+6V2>0

v

para quaisquer inteiros p e ¢ satisfazendo 1 < p < ¢. Portanto a inequacgao
T(p,q,r,s) < 0 nao admite solugdes quando 2 < r < s. O que completa a prova do

lema.

O
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