
AUTOVALORES PRINCIPAIS DE GRAFOS
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Francisca Andréa Macedo França

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
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Macedo França. – Rio de Janeiro: UFRJ/COPPE, 2015.

XIII, 101 p.: il.; 29, 7cm.

Orientadores: Nair Maria Maia de Abreu

Cybele Maia Vinagre

Tese (doutorado) – UFRJ/COPPE/Programa de

Engenharia de Produção, 2015.

Referências Bibliográficas: p. 95 – 99.
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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Um autovalor da matriz de adjacência de um grafo é dito principal quando

possui um autovetor que não é ortogonal ao vetor com todas as coordenadas iguais

a 1. Cardoso et al. propuseram três questões relacionadas a tais autovalores

no artigo “Spectral upper bounds on the size of k-regular induced subgraphs”

(Electron. Notes Discrete Math, v. 32, pp. 3–10, 2009). A primeira questão

trata da existência de grafos conexos cujos complementos possuem um autovalor

principal distinto do ı́ndice e maior que −1 − λmin, onde λmin é o menor autovalor

do grafo. A segunda é relativa à caracterização de grafos cujos complementos

possuem −1 − λmin como um autovalor principal. A terceira questão, se refere

a grafos conexos em que o menor autovalor é não principal. Nesta tese, nos

propusemos a investigar tais questões. Identificamos que a primeira já havia

sido resolvida e respondemos às duas outras para grafos bipartidos. Motivados

por esta investigação, determinamos os autovalores principais de alguns tipos de

grafos bipartidos tais como caminhos, árvores de diâmetro 3 e árvores completas

quase-regulares. Finalmente, determinamos o número de autovalores principais para

determinados grafos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

MAIN EIGENVALUES OF GRAPHS

Francisca Andréa Macedo França

October/2015

Advisors: Nair Maria Maia de Abreu

Cybele Maia Vinagre

Department: Production Engineering

An eigenvalue of the adjacency matrix of a graph is said to be main when it has

an eigenvector that is not orthogonal to the vector whose coordinates are equal to

1. Cardoso et al. proposed three questions related to such eigenvalues in “Spectral

upper bounds on the size of k-regular induced subgraphs ” (Electron. Notes Discrete

Math, v. 32, pp. 3-10, 2009). The first one deals with the existence of connected

graphs whose complements have at least a main eigenvalue, different from the index,

and greater than −1 − λmin, where λmin is the least eigenvalue of the graph. The

second relates to the characterization of graphs whose complements have −1− λmin

as main eigenvalue. The third question refers to connected graphs in which the least

eigenvalue is non-main. In this thesis, we set out to investigate these issues. We

find that the first had been previously resolved and manage to solve the other two

questions related to bipartite graphs. Motivated by this investigation, we determine

the main eigenvalues of some types of bipartite graphs such as paths, trees with

diameter 3 and complete quasi-regular trees. Finally, we determine the number of

main eigenvalues for certain graphs.
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7.4 Árvore completa quase-regular Q3,5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

x



Lista de Tabelas

7.1 Autovalores de B2,4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.2 Autovalores de B(2,3,2,4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.3 Rotulação para Bk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

xi



Lista de Śımbolos
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d(i) grau do vértice i, p. 3
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um autovalor da matriz de adjacência de um grafo é dito principal se o vetor

com todas as coordenadas iguais a 1 não é ortogonal ao autoespaço associado a ele.

Em 1970, CVETKOVIĆ [1] apresenta o conceito de autovalores principais de um

grafo e, no ano seguinte, em [2], relaciona os autovalores principais diretamente com

a quantidade de cadeias em um grafo e caracteriza os grafos regulares como aqueles

que têm exatamente um autovalor principal. Isso mostra a importante relação entre

propriedades espectrais e as estruturas de grafos. Mais tarde, em [3], o mesmo autor

levanta a questão de determinar os grafos com exatamente k (k ≥ 2) autovalores

principais.

Em 2002, surge um dos principais trabalhos relativos a autovalores principais:

HAGOS [4] mostra que o número de autovalores principais de um grafo coincide

com o posto da matriz cadeia do grafo e caracteriza os grafos com exatamente dois

autovalores principais. Utilizando tal caracterização, os seguintes autores determi-

naram os grafos com exatamente dois autovalores principais em classes espećıficas:

HOU e ZHOU [5] em árvores; HOU e TIAN [6], em grafos unićıclicos; HU et al. [7]

e HOU et al. [8], em grafos bićıclicos; HOU et al. [8] e FAN e LUO [9], em grafos

trićıclicos.

Em 2009, CARDOSO e PINHEIRO [10] investigaram relações entre os autovalo-

res principais de um grafo e o espectro do seu complementar, buscando estimativas

para o tamanho máximo de subgrafos induzidos regulares. No referido artigo, os au-

tores propõem três questões. A primeira, trata da existência de grafos conexos cujo

complementar possui um autovalor principal que seja maior do que −1−λmin e dis-

tinto do ı́ndice, onde λmin indica o menor autovalor da matriz de adjacência do grafo.

A segunda levanta a possibilidade de caracterizar os grafos cujos complementares

possuem −1 − λmin como um autovalor principal. Finalmente, a terceira questão

trata da caracterização de grafos conexos em que o menor autovalor é não princi-

pal. Nesta tese, nos propusemos a tentar responder tais questões e contribúımos
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com novos resultados sobre o número de autovalores principais em certas famı́lias

de grafos.

A tese se desenvolve da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 são introduzidos concei-

tos e resultados da Teoria de Grafos, Teoria de Matrizes e da Teoria Espectral de

Grafos necessários à compreensão do texto. O Caṕıtulo 3 é dedicado a uma revisão

bibliográfica sobre autovalores principais de um grafo. No Caṕıtulo 4 são apresen-

tados resultados da literatura que respondem à questão da caracterização de grafos

com dois autovalores principais. No Caṕıtulo 5 aparecem as nossas primeiras contri-

buições na tentativa de responder as questões propostas em [10]. Identificamos que

a primeira questão decorre diretamente das Desigualdades de Weyl como visto em

[11]. Os resultados subsequentes foram obtidos na tentativa de responder a segunda

e a terceira questões, o que foi feito no contexto dos grafos bipartidos.

No Caṕıtulo 6, utilizamos a relação entre os autovalores principais e as partições

equilibradas de um grafo para construir uma famı́lia de grafos com exatamente três

autovalores principais. Na sequência apresentamos uma condição necessária e su-

ficiente para que grafos com partições equilibradas com três células possuam dois

autovalores principais. No Caṕıtulo 7, explicitamos os autovalores principais dos

caminhos. Apresentamos também alguns resultados sobre as árvores de Bethe gene-

ralizadas e uma conjectura para o caso em que tais árvores possuem um número par

de ńıveis. Conclúımos o caṕıtulo, aplicando os resultados obtidos para determinar

a quantidade de autovalores principais das árvores completas quase-regulares defi-

nidas por CVETKOVIĆ e DAVIDOVIĆ [12]. No último caṕıtulo, expomos nossas

considerações finais e nossas propostas para a continuação desta pesquisa.
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Caṕıtulo 2

Resultados básicos

Conceitos e resultados básicos da Teoria dos Grafos, da Teoria de Matrizes e da

Teoria Espectral de Grafos são apresentados neste caṕıtulo no intuito de tornar o

texto autocontido, facilitando a compreensão do leitor.

2.1 Teoria de grafos

As noções básicas da Teoria dos Grafos, aqui apresentadas, podem ser encontra-

das em [13], [14], [15], [16], [17] e [18].

Um grafo simples é uma estrutura G = (V,E) constitúıda por um conjunto

finito e não vazio V cujos elementos são denominados vértices e um conjunto

E = {{i, j}| i, j ∈ V, i 6= j}, cujos elementos são denominados arestas. A or-

dem de um grafo G é o número de vértices de G e a indicamos por |V |. Quando

necessário, denotamos V = V (G) e E = E(G). Se G não possui arestas dizemos

que é um grafo vazio. Se V é um conjunto unitário e E = ∅ então G é chamado

grafo trivial. Os vértices ligados por arestas são ditos adjacentes, a vizinhança de

um vértice i é o conjunto NG(i) = {j ∈ V | {i, j} ∈ E} e o grau de i é a cardinalidade

da sua vizinhança, isto é, d(i) = |NG(i)|. Um subconjunto S do conjunto de vértices

de G é dito independente se não existem arestas entre os pares de vértices de S.

Dizemos que um vértice de um grafo G é pendente se possui grau igual a 1.

Denotamos por δ = δ(G) = min{d(i)| i ∈ V }, ∆ = ∆(G) = max{d(i)| i ∈ V } e

d = d(G) =
1

|V |
∑

i∈V d(i) o grau mı́nimo, grau máximo e o grau médio de G, res-

pectivamente. Se G possui n vértices, denotamos por dG o vetor com n coordenadas

iguais aos graus dos respectivos vértices.

Um grafo é completamente determinado por suas adjacências. Esta informação

pode ser convenientemente obtida na forma matricial. Com efeito, dado um grafo

cujos vértices estão devidamente rotulados, existem algumas matrizes associadas a

este grafo. Em nosso trabalho, nos restringimos ao estudo da matriz de adjacência.
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A matriz de adjacência de um grafo simples G = (V,E) com n vértices é a matriz

quadrada A = A(G) de ordem n cuja (i, j)-entrada é definida por

aij =

{

1, se {i, j} ∈ E;

0, caso contrário.

Todas as entradas da diagonal de A são nulas. Temos que {i, j} é uma aresta de G

se e somente se {j, i} também é uma aresta. Observe ainda que para cada i ∈ V ,
∑n

j=1 aij = d(i), isto é, a soma das entradas da i-ésima linha de A é o grau do vértice

i.

Um grafo orientado D = (V,O) é uma estrutura constitúıda por um conjunto

finito e não vazio V cujos elementos são chamados vértices e uma coleção de pares

ordenados distintos O = {(i, j)| i, j ∈ V e i 6= j} cujos elementos (i, j) são denomi-

nados arcos. No caso em que i = j, denominamos o arco (i, i) por laço no vértice i,

ou simplesmente laço. Um arco (i, j) é usualmente representado por uma seta que

parte de i e termina em j.

Um multigrafo orientado é um grafo orientado que pode possuir múltiplos laços

e arcos entre os vértices. A matriz de adjacência de um multigrafo D de ordem n

é uma matriz quadrada A(D) de ordem n cuja entrada aij é igual a quantidade de

arcos (i, j) em D. Por exemplo, o multigrafo orientado D da Figura 2.1

1

2

3

4

Figura 2.1: Multigrafo orientado D

tem como matriz de adjacência

A(D) =













0 2 0 0

1 0 2 1

0 2 1 2

0 0 0 0













.

Proposição 2.1 Toda matriz quadrada com entradas não negativas é a matriz de

adjacência de um multigrafo orientado.
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Demonstração. Com efeito, dada uma matriz quadrada M = (mij) de ordem n

com entradas não negativas, considere o multigrafo orientado com n vértices cuja

quantidade de arcos que partem do vértice i e chegam no vértice j é igual a entrada

mij .

�

Dados os grafos G e G′, dizemos que G′ é um subgrafo de G se V (G′) ⊆ V (G) e

E(G′) ⊆ E(G). Um subgrafo induzido por um conjunto de vértices S de G, denotado

por 〈S〉, é um subgrafo de G que possui S como conjunto de vértices, cujos vértices

são adjacentes em 〈S〉 se e somente se são adjacentes em G.

O grafo complementar G de um grafo G é o grafo que possui os mesmos vértices

de G e dois vértices são adjacentes em G se e somente se não são adjacentes em G.

O grafo completo é um grafo no qual quaisquer dois vértices distintos são adjacentes.

O grafo completo com n vértices é denotado por Kn. Quando todos os vértices de

um grafo possuem grau r diz-se que tal grafo é r-regular ou um grafo regular de grau

r. Caso contrário, o grafo é dito irregular.

Sejam os grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), onde V1 e V2 são disjuntos. O

grafo G = (V,E), onde V = V1 ∪ V2 e E = E1 ∪ E2 é chamado união de G1 e G2 e

denotado por G1 ∪G2. A junção (“join”) ou produto completo dos grafos G1 e G2 é

o grafo G1 ∨G2 obtido a partir de G1 ∪G2 ao unir-se cada vértice de G1 a todos os

vértices de G2, isto é, G1 ∨G2 é o grafo cujo conjunto de vértices é V (G1) ∪ V (G2)

e cujo conjunto de arestas é E(G1) ∪ E(G2) ∪ {{v, w}; v ∈ V (G1) e w ∈ V (G2)}.
A junção entre dois grafos também relaciona-se com os seus grafos complementares

através da seguinte identidade: G1 ∨G2 = G1 ∪G2.

Uma sequência finita i1i2 · · · ik de vértices de um grafo G = (V,E) com n vértices

tal que {ij , ij+1} ∈ E para todo j ∈ {1, 2, . . . , k − 1} é dita uma cadeia de i1 a ik

no grafo G. Dizemos que i1i2 · · · ik é uma cadeia fechada (cadeia aberta) em G se

i1 = ik (i1 6= ik). Um caminho em um grafo G é uma cadeia em que todos os vértices

são distintos. O comprimento de um caminho é o número de arestas que ligam os

seus vértices. Um grafo é dito conexo quando existe um caminho ligando cada par

de vértices. Em caso contrário, o grafo é denominado desconexo. Uma componente

conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G. Por simplicidade,

chamamos componente conexa somente de componente. No caso em que G possui

exatamente uma componente temos que G é um grafo conexo.

Um caminho fechado em um grafo G é denominado ciclo. Quando um grafo com

n vértices é ele próprio um ciclo, denotamos por Cn. O grafo Ck
n é o grafo obtido por

um ciclo Cn acrescentando k ≥ 0 vértices pendentes a cada vértice de Cn. Um grafo

conexo G é dito ser k-ćıclico se |E| = |V |+k. Nos casos particulares de k = 0, k = 1

e k = 2, o grafo é dito ser unićıclico, bićıclico e trićıclico, respectivamente.
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A distância d(i, j) entre os vértices i e j de um grafo conexo G é o mı́nimo dos

comprimentos dos caminhos que ligam os vértices i e j. A maior distância entre o

vértice i e os demais vértices do grafo é a excentricidade e(i) do vértice i. O vértice

de menor excentricidade é denominado vértice central.O máximo das distâncias entre

dois vértices quaisquer de G é chamado diâmetro de G e denotado por diam(G).

Quando G for um grafo desconexo, escrevemos diam(G) = ∞.

Uma partição de um conjunto não vazio S é uma coleção Pr constitúıda por r

subconjuntos não vazios e dois a dois disjuntos de S cuja união é S. Denominamos

os elementos de Pr por células.

Seja Pr uma partição do conjunto de vértices de um grafo G. Tal grafo é dito

r-partido quando os vértices que estão em uma mesma célula não são adjacentes. Se

r = 2, G é dito bipartido. Um grafo bipartido é denominado bipartido semirregular,

ou simplesmente semirregular, se não é regular e os vértices que pertencem à mesma

célula possuem o mesmo grau.

Um grafo r -partido completo é um grafo r-partido no qual quaisquer dois vértices

que pertencem a células distintas são adjacentes. Se Pr é uma partição do conjunto

de vértices de um grafo r-partido completo cujas células possuem cardinalidades

p1, p2, . . . , pr então denotamos tal grafo por Kp1,p2,...,pr , e se cada célula tem cardi-

nalidade p então o grafo é dito r-partido balanceado e o denotamos por Kr(p).

Uma árvore é um grafo conexo que não possui ciclos. Em uma árvore, chamamos

os vértices pendentes de folhas. As árvores são exemplos de grafos bipartidos e dentre

as famı́lias de árvores conhecidas destacamos as estrelas e os caminhos. A árvore

K1,n é denominada estrela. O caminho Pn é uma árvore com n vértices que possui

apenas duas folhas e os seus demais vértices possuem grau 2. Algumas vezes é

conveniente destacar um vértice de uma árvore, tal vértice é chamado raiz. Uma

árvore com uma raiz fixada é denominada árvore enraizada.

2.2 Teoria de matrizes

As definições e resultados listados a seguir podem ser encontrados em [19], [20],

[21], [22], [23], [24] e [25].

Todas as matrizes consideradas no texto possuirão suas entradas reais.

Representamos uma matriz com entradas reais de ordem n × m por Mn×m. No

caso de não ser necessário explicitar a ordem, denotamos tais matrizes simples-

mente por M . Dizemos que uma matriz M é positiva (não negativa) se possui todas

as entradas positivas (não negativas) e M é chamada matriz nula se possui todas

as entradas nulas. Denominamos por n-vetor coluna (n-vetor linha) a matriz que

possui somente uma coluna (linha) e n linhas (colunas). Ao longo do texto, Jn×m

denota a matriz de ordem n×m cujas entradas são iguais a 1 e n denota o n-vetor
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coluna cujas coordenadas são iguais a 1. Quando estiver claro, evitaremos o uso de

ı́ndices nas notações. Por exemplo, Jn×m será denotado simplesmente por J e n
será denotado por .

Lema 2.2 Seja Rn×m uma matriz com todas as linhas iguais, à exceção da primeira.

Para toda matriz Sm×p, a matriz RS possui todas as linhas, com exceção da primeira,

iguais.

Demonstração. Dada uma matriz R de ordem n×m, denotemos a i-ésima linha

de R por Ri∗ com i ∈ {1, 2, . . . , n}. Assim, a i-ésima linha do produto de R com

uma matriz S com ordem m× p é dada por

[RS]i∗ = (i-ésima linha de R)× S.

Para todo i1, i2 ∈ {2, 3, . . . , n} temos que as linhas i1 e i2 de R são iguais segue,

para todo i1, i2 ∈ {2, 3, . . . , n}, que as linhas i1 e i2 de RS também serão iguais.

�

Uma matriz é dita quadrada de ordem n, ou simplesmente quadrada, quando

o número de linhas e o número de colunas são iguais a n e a denotamos por

Mn. Uma matriz diagonal é uma matriz de ordem n cujas entradas que não

estão na diagonal principal são nulas. Neste caso, denotamos tal matriz por

diag(n)(m11, m22, . . . , mnn). A matriz diagonal de ordem n em que todas as entradas

da diagonal principal são iguais a 1 é chamada matriz identidade e a denotamos por

In. Caso não seja necessário especificar a ordem, a matriz identidade será simples-

mente I. Uma matriz tridiagonal é uma matriz quadrada M tal que mij = 0 sempre

que |i− j| > 1.

Dada uma matrizM , sejam α e β conjuntos não vazios de ı́ndices que representam

linhas e colunas em M , respectivamente. Uma submatriz de M é a matriz M [α, β]

obtida selecionando as entradas de M que estão nas linhas correspondentes aos

ı́ndices em α e nas colunas correspondentes aos ı́ndices em β. Quando α = β, a

submatriz é chamada submatriz principal de M e neste caso denotamos por M [α].

Uma submatriz principal ĺıder de M é uma submatriz principal da forma M [αk],

onde αk = {1, 2, . . . , k}.
Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Um escalar λ é um autovalor de M

se existe um n-vetor coluna não nulo v tal que Mv = λv. O vetor v é chamado

um autovetor de M associado ao autovalor λ. O polinômio caracteŕıstico de M é

definido por p(x) = det(M − xI) e suas ráızes são exatamente os autovalores de M .

O espectro de uma matriz quadrada M , σ(M), é o multiconjunto dos autovalores de

M . O raio espectral de M é o número real não negativo ρ(M) = max{|λ| |λ ∈ σ(M)}.
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Denotamos por Span(v1,v2, . . . ,vk) o subespaço de Rn gerado pelos n-vetores co-

luna v1,v2, . . . ,vk. O subespaço de Rn gerado pelos autovetores associados ao au-

tovalor λ de M é o autoespaço associado a λ que denotamos por E(λ).
A multiplicidade algébrica de um autovalor λ de M , alg(λ), é a multiplicidade

de λ como raiz do polinômio caracteŕıstico de M e a multiplicidade geométrica de

λ, geo(λ), é o número máximo de autovetores associados a λ que são linearmente

independentes. Um autovalor λ é dito simples se alg(λ) = 1. No caso de geo(λ) =

alg(λ), o autovalor λ é denominado semissimples e sua multiplicidade é denotada

por mG(λ).

O próximo resultado refere-se aos autovalores e autovetores de certas matrizes

tridiagonais simétricas.

Teorema 2.3 (FIEDLER [24]) Seja A = (aij) uma matriz tridiagonal e

simétrica de ordem n. Se aij 6= 0 sempre que |i − j| = 1 então os autovalores

de A são distintos. Além disso, a primeira e a última coordenadas de todos os

autovetores de A são não nulas.

O próximo resultado, que pode ser visto em [26], fornece um método para determinar

alguns autovalores de uma matriz e será utilizado no Caṕıtulo 7.

Teorema 2.4 Seja M uma matriz quadrada de ordem n decomposta em blocos Mi,j

de ordem ni ×mj, i, j ∈ {1, 2, . . . , k},

M =













M1,1 M1,2 · · · M1,k

M2,1 M2,2 · · · M2,k

...
...

...

Mk,1 Mk,2 · · · Mk,k













.

Para i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, suponhamos que as linhas dos blocos Mi,j têm somas

constantes iguais a cij e que M = (cij). Desta forma, o polinômio carac-

teŕıstico de M divide o polinômio caracteŕıstico de M . Além disso, se w =
(

w1 w2 · · · wk

)T

é um autovetor de M associado a um autovalor λ então

v =
(

w1n1 w2n2 · · · wknk

)T

é um autovetor de M associado a λ, onde ni
é

o ni-vetor de coordenadas iguais a 1.

Uma matriz quadrada M de ordem n é invert́ıvel se existe uma matriz quadrada

N de ordem n tal que MN = NM = I. Neste caso, denotamos N por M−1. Duas

matrizes quadradas M e N são semelhantes se existe uma matriz invert́ıvel P tal

que M = P−1NP . Temos, como exemplo, a matriz de permutação, que é a matriz

quadrada de ordem n, onde em cada linha e coluna possuem n− 1 elementos nulos

e um único elemento igual a 1. Esta é invert́ıvel e semelhante a matriz identidade I.
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Teorema 2.5 (HORN e JOHNSON [19]) Sejam M e N duas matrizes quadra-

das de ordem n. Se M é semelhante a N então M possui o mesmo polinômio

caracteŕıstico que a matriz N , consequentemente o mesmo espectro.

A transposta de uma matriz M = (mij) de ordem n×m é a matriz MT =
(

mT
ij

)

de ordem m × n tal que mT
ij = mji. Denominamos uma matriz quadrada M por

simétrica quando M = MT . Dada uma matriz quadrada M , quando existem uma

permutação Q e matrizes quadradas X e Z tais que

QTMQ =

(

X Y

0 Z

)

,

dizemos que M é uma matriz redut́ıvel. Caso contrário, M é chamada matriz irre-

dut́ıvel.

Os próximos teoremas são de uso fundamental em Teoria Espectral de Grafos:

Teorema de Perron-Frobenius e o Teorema de Weyl. O primeiro é válido para as

matrizes irredut́ıveis e pode ser encontrado em [19].

Teorema 2.6 (Teorema de Perron-Frobenius) Seja M uma matriz quadrada

de ordem n irredut́ıvel e não negativa. Então,

(i) ρ(M) > 0;

(ii) ρ(M) é um autovalor de M ;

(iii) Existe um n-vetor coluna positivo, v, tal que Mv = ρ(M)v;

(iv) ρ(M) é um autovalor simples.

O teorema a seguir apresenta as Desigualdades de Weyl para a soma de matrizes.

Sua prova pode ser encontrada em [19]. O resultado que estabelece condições para

as igualdades pode ser encontrado em [20].

Teorema 2.7 (Teorema de Weyl) Sejam M e N matrizes simétricas de ordem

n. Então,

(i) λi(M) + λj(N) ≤ λi+j−n(M +N), se n+ 1 ≤ i+ j;

(ii) λi+j−1(M +N) ≤ λi(M) + λj(N), se i+ j ≤ n+ 1.

A igualdade ocorre nas desigualdades anteriores, se e somente se existir um n-vetor

não nulo que é um autovetor comum a cada um dos três autovalores envolvidos nas

referidas desigualdades.
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O posto de uma matriz M de ordem n×m, rank(M), é o número de linhas (ou

colunas) linearmente independentes de M . É bem conhecido que matrizes semelhan-

tes possuem o mesmo posto (ver [22]). Uma matriz quadrada M é diagonalizável se

é semelhante a uma matriz diagonal. A seguir, apresentamos resultados referentes

a matrizes diagonalizáveis.

Teorema 2.8 (MEYER [22]) Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Então

M é diagonalizável se e somente se todos os autovalores de M são semissimples.

Teorema 2.9 (HORN e JOHNSON [19]) Seja M uma matriz quadrada de or-

dem n. Então M é diagonalizável se e somente se M possui um conjunto de n

autovetores que são linearmente independentes.

Dados os n-vetores coluna v = (vi) e w = (wi) o produto interno usual de v e w

é 〈v,w〉 = vTw =
∑n

i=1 viwi; a norma euclidiana de v é ||v|| =
√

〈v,v〉 =
√
vTv.

Se ||v|| = 1, dizemos que v é unitário.

O menor e o maior autovalores de uma matriz simétrica são caracterizados como

a solução de um problema de mı́nimo e máximo, respectivamente. Apresentamos no

Teorema 2.10 essa caracterização e sua demonstração pode ser encontrada em [19].

Teorema 2.10 (Rayleigh-Ritz) Seja M uma matriz simétrica de ordem n cujos

autovalores estão em ordem não crescente λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Tem-se:

(i) λ1v
Tv ≥ vTMv ≥ λnv

Tv, ∀v ∈ Rn;

(ii) λ1 = sup
{

vTMv | ||v|| = 1,v ∈ Rn
}

;

(iii) λn = inf
{

vTMv | ||v|| = 1,v ∈ Rn
}

.

Um conjunto S = {v1,v2, . . . ,vk} de n-vetores coluna é denominado ortogonal

se quaisquer dois vetores distintos em S são ortogonais, isto é, vT
i vj = 0 sempre que

i 6= j. Se todos os vetores de S são unitários então o conjunto S é dito ortonormal.

Uma matriz quadrada M é dita ortogonal quando é invert́ıvel e sua inversa é tal

que M−1 = MT . Assim, uma matriz quadrada de ordem n é ortogonal se e somente

se suas linhas (ou colunas) formam um conjunto ortonormal de vetores em Rn. Se

existe uma matriz ortogonal P tal que P TMP é uma matriz diagonal D então

M é dita ortogonalmente diagonalizável. Neste caso, D = diag(n)(λ1, λ2, . . . , λn),

onde λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn são os autovalores de M , não necessariamente distintos.

As colunas de P constituem uma base ortonormal para Rn formada por autovetores

respectivamente associados a estes autovalores. Se esta base é constrúıda agrupando-

se as bases ortonormais dos autoespaços deM entãoD = λt1E1+λt2E2+· · ·+λtmEm,

onde λt1 , λt2, . . . , λtm são os autovalores distintos de M e Ei é um bloco diagonal

diag(n)(0, . . . , 0, Igeo(λti
), 0, . . . , 0) para todo i ∈ {1, 2, . . . , m}. Neste caso, Igeo(λti

) é

a matriz identidade com ordem igual a multiplicidade geométrica de λti .
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Teorema 2.11 (HORN e JOHNSON [19]) Uma matriz quadrada real M é

simétrica se e somente se M é ortogonalmente diagonalizável.

Corolário 2.12 (MEYER [22]) Os autovalores de uma matriz simétrica são se-

missimples.

O próximo teorema apresenta uma decomposição para as matrizes ortogonal-

mente diagonalizáveis em função do seu espectro, o qual pode ser encontrado em

MEYER [22].

Teorema 2.13 (Teorema da Decomposição Espectral) Seja M uma matriz

quadrada de ordem n com m autovalores distintos λt1 , λt2 , . . . , λtm. Se existe uma

matriz ortogonal P tal que P TMP é uma matriz diagonal então existem matrizes

P1, P2, . . . , Pm tais que M pode ser descrita como

M = λt1P1 + λt2P2 + · · ·+ λtmPm. (2.1)

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , m}, a matriz Pi possui as seguintes propriedades:

(i) Pi = PEiP
T , onde Ei = diag(n)(0, . . . , 0, Igeo(λdi

), 0, . . . , 0) ;

(ii) P1 + P2 + · · ·+ Pm = I;

(iii) Pi = vi1vi
T
1 +vi2vi

T
2 + · · ·+vidvi

T
d , onde {vi1, . . . ,vid} é uma base ortonormal

para E(λi);

(iv) Pi é a matriz da projeção ortogonal de Rn sobre E(λi) com respeito à base

ortonormal canônica de Rn;

(v) P 2
i = Pi = P T

i e PiPj = 0 para quaisquer i 6= j.

A expansão 2.1 é conhecida como a decomposição espectral de M e para cada

i ∈ {1, 2, . . . , m}, Pi é chamada projeção espectral associada à M .

Corolário 2.14 Toda matriz simétrica M possui uma decomposição espectral.

O resultado a seguir afirma que matrizes simétricas permitem uma decomposição

espectral de Rn como soma direta dos autoespaços associados aos autovalores dis-

tintos da matriz. Uma versão mais geral do referido teorema está em [23].

Teorema 2.15 (MEYER [22]) Seja M uma matriz simétrica de ordem n com m

autovalores distintos λt1 , λt2, . . . , λtm. Então Rn decompõe-se como soma direta dos

subespaços Rn = E(λt1)⊕ E(λt2)⊕ · · · ⊕ E(λtm).
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2.3 Teoria espectral de grafos

Os conceitos e resultados a seguir apresentados podem ser encontrados em [26],

[27], [28], [29], [30], [31], [32], [33] e [34].

Dada a matriz de adjacência A de um grafo (ou um multigrafo) G, os seus

autovalores são chamados autovalores de G. Denotamos por Spec(G), o multicon-

junto dos autovalores do grafo G. O polinômio caracteŕıstico de G, pG(x), é o

polinômio caracteŕıstico da sua matriz de adjacência. Fora menção em contrário,

consideramos que os n autovalores de G são apresentados em ordem não crescente

λmax = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn = λmin, muitas vezes, denotados por λi(G) para

i ∈ {1, 2, . . . , n}. O maior autovalor de G é dito ser o ı́ndice do grafo G. Os au-

tovetores associados aos autovalores de G são denominados autovetores do grafo.

O subespaço vetorial de Rn contendo o vetor nulo e os autovetores associados ao

autovalor λ é o autoespaço associado a λ, denotado por EG(λ).

Proposição 2.16 (DOOB [28]) Seja λmin o menor autovalor de um grafo G.

Tem-se:

(i) λmin = 0 se e somente se G é um grafo sem arestas;

(ii) λmin = −1 se e somente se G possui todas as componentes completas;

(iii) λmin ≤ −
√
2, em caso contrário.

Se G é o grafo complementar do grafo G de ordem n então a sua matriz de

adjacência é A(G) = J − I −A(G). O próximo resultado fornece o polinômio carac-

teŕıstico de G em função do polinômio caracteŕıstico de G.

Teorema 2.17 (CVETKOVIĆ e DOOB [30]) Seja G um grafo com n vértices

e pG(x) =

n
∏

i=1

(x− λi(G)) o seu polinômio caracteŕıstico. O polinômio caracteŕıstico

de G é

PG(x) = (−1)nPG(−1− x)

(

1−
n
∑

i=1

(Tvi)
2

x+ 1 + λi(G)

)

,

onde v1,v2, . . . ,vn são autovetores linearmente independentes associados aos auto-

valores λ1(G), λ2(G), . . . , λn(G), respectivamente.

O teorema a seguir caracteriza os grafos regulares considerando o grau médio e

o grau máximo do grafo.

Teorema 2.18 (CVETKOVIĆ et al. [26]) Se λ1 é o ı́ndice de um grafo G então

d ≤ λ1 ≤ ∆. Além disso, d = λ1 se e somente se G é regular. Para um grafo conexo

G, λ1 = ∆ se e somente se G é regular.
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Observe que o Teorema 2.19 é um resultado forte já que é suficiente verificar que

o simétrico do ı́ndice de um grafo G é autovalor de G, para verificarmos que G é

bipartido e possui em seu espectro o simétrico de cada um dos seus autovalores.

Teorema 2.19 (CVETKOVIĆ et al. [33]) Seja G um grafo conexo. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) G é um grafo bipartido;

(ii) se λ é um autovalor de G então −λ é também um autovalor de G com a mesma

multiplicidade;

(iii) −λmax é um autovalor de G, onde λmax é o ı́ndice de G.

Destacamos o espectro dos ciclos, dos grafos bipartidos completos Kr,s e dos

grafos completos. Para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, v(j) =
(

1 ξ · · · ξn−1
)

é um

autovetor associado a λj = 2 cos
(

j2π
n

)

, autovalor do ciclo Cn, onde ξ = e
ji2π
n . O es-

pectro dos grafos bipartidos completos Kr,s é constitúıdo pelos autovalores simples

−√
rs e

√
rs e pelo autovalor nulo com multiplicidade r + s − 2. Em particular,

o espectro da estrela com n vértices K1,n−1 é formado pelos autovalores simples

−
√
n− 1,

√
n− 1 e pelo autovalor 0 com multiplicidade n − 2 (veja [35]). Final-

mente, os autovalores do grafo completo Kn são n− 1 e −1 com multiplicidades 1 e

n−1, respectivamente. O ı́ndice de um grafo k-regular com n vértices é k, que possui

como autovetor  (vetor com todas as coordenadas iguais a 1). Como consequência

do fato de Kn ser um grafo regular temos que os autovetores associados ao autovalor

−1 é ortogonal a .

Teorema 2.20 (CVETKOVIĆ et al. [29]) O polinômio caracteŕıstico do cami-

nho Pn é

p(x) =

⌊n
2
⌋

∑

j=0

(−1)n−j

(

n− j

j

)

xn−2j =
sen((n+ 1) arccos(−x

2
))

√

1− x2

4

.

Teorema 2.21 (LEE e YEH [31]) Seja Pn o caminho com n vértices. Os auto-

valores de Pn são autovalores simples αj = 2 cos

(

jπ

n + 1

)

que possui um autovetor

w(j) = (wi) cuja i-ésima coordenada é definida por wi = sen

(

ijπ

n+ 1

)

para todo

j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Corolário 2.22 Seja Pn o caminho com n vértices. Para j ∈ {1, 2, . . . , n} os au-

tovalores de Pn, αj = 2 cos

(

jπ

n+ 1

)

, estão dispostos em ordem decrescente.
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Demonstração. Considere a função f(x) = 2 cos

(

xπ

n + 1

)

para todo x ∈ R.

Derivando a função f , obtemos

f ′(x) =
−2π

n + 1
sen

(

xπ

n + 1

)

, x ∈ R.

Como
xπ

n + 1
< π segue que sen

(

xπ

n+ 1

)

> 0. Deste modo, f ′(x) < 0 e, portanto,

f é decrescente. Logo, os autovalores de Pn estão em ordem decrescente.

�

Proposição 2.23 (BROUWER e HAEMERS [35]) O espectro de um grafo

com mais de uma componente é a união dos espectros de suas respectivas com-

ponentes.

O teorema a seguir é uma formulação para grafos conexos do Teorema de Perron-

Frobenius (Teorema 2.6).

Teorema 2.24 (CVETKOVIĆ et al. [33]) Um grafo G é conexo se e somente

se o ı́ndice de G é um autovalor simples cujo autovetor correspondente possui todas

as coordenadas positivas.

Corolário 2.25 Seja G um grafo desconexo. O ı́ndice de G possui um autovetor

correspondente com coordenadas não negativas.

Demonstração. Seja G um grafo desconexo com ı́ndice λ1(G).

Pela Proposição 2.23, λ1(G) é um autovalor de uma componente C de G. Do

Teorema 2.24, existe um autovetor u de C com todas as coordenadas positivas

associado a λ1(G). O vetor v que possui as mesmas coordenadas de u nas entradas

correspondentes aos vértices de C e coordenadas nulas em caso contrário, é um

autovetor de G associado a λ1(G). Logo, o ı́ndice de G possui um autovetor com

todas as entradas não negativas. �

Também é posśıvel obter informações sobre a conectividade de um grafo pela

dimensão do autoespaço associado a seu ı́ndice, como mostra o próximo teorema.

Teorema 2.26 (CVETKOVIĆ et al. [33]) O número de componentes de um

grafo G é igual ao número máximo de autovetores não negativos linearmente in-

dependentes de G.

Note que no Corolário 2.27, a condição do grafo ser conexo não é necessária,

visto que em um grafo desconexo regular a multiplicidade do seu ı́ndice é igual ao

número de componentes do grafo.
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Corolário 2.27 (CVETKOVIĆ et al. [33]) Um grafo G é regular se e somente

se G possui um autovetor com todas as coordenadas iguais a 1.

Dado G um grafo com n vértices, sejam i e j vértices distintos de G. Dizemos

que i e j são vértices gêmeos quando NG(i) − {j} = NG(j) − {i}, o que implica

d(i) = d(j). Por exemplo, o grafo G na Figura 2.2 possui vértices gêmeos. As

vizinhanças dos vértices adjacentes 1 e 2 são NG(1) = {2, 3} e NG(2) = {1, 3} sendo

que NG(1)\{2} = NG(2)\{1} = {3}. Logo, 1 e 2 são vértices gêmeos. Por outro

lado, os vértices não adjacentes 5, 6 e 7 possuem a mesma vizinhança NG(5) =

NG(6) = NG(7) = {4} e, por conseguinte, {5, 6}, {5, 7} e {6, 7} são pares de vértices

gêmeos.

2

1

3 4

5

6

7

G

Figura 2.2: Tipos de vértices gêmeos

Sejam i e j vértices gêmeos. O n-vetor coluna fij = (fℓ) é denominado um vetor

de Faria quando suas coordenadas são definidas por

fℓ =











1, se ℓ = i;

−1, se ℓ = j;

0, nos demais casos.

O próximo resultado permite determinar alguns dos autovalores de um grafo G

através da sua estrutura (veja [36] e [37]).

Teorema 2.28 Seja G = (V,E) um grafo com n vértices tal que i e j são vértices

gêmeos de G.

(i) Se {i, j} /∈ E então 0 ∈ Spec(G);

(ii) Se {i, j} ∈ E então −1 ∈ Spec(G).

Em cada caso, o vetor de Faria fij é um autovetor de G que está associado ou ao

autovalor 0 ou ao autovalor −1, respectivamente.

Exemplificamos o Teorema 2.28 na Figura 2.3. O grafo G1 possui zero como au-

tovalor com multiplicidade maior ou igual a 4, pois os conjuntos {u1, u2}, {u3, u4},
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{u5, u6} e {u6, u7} são pares de vértices gêmeos não adjacentes de G1 e seus cor-

respondentes vetores de Faria: f12, f34, f56 e f67, formam um conjunto linearmente

independente de autovetores associados ao autovalor 0. Note que, G1 possui ainda o

par de vértices gêmeos não adjacentes {u5, u7}, porém f57 = f56+f67. Por outro lado,

v1 e v2 são vértices gêmeos adjacentes do grafo G2 e, portanto, −1 é um autovalor

do grafo G2.

u5 u6 u7

u4u3u2u1

G1

v1 v2

G2

Figura 2.3: Pares de vértices gêmeos rotulados em G1 e G2

Note que a rećıproca do Teorema 2.28 não é sempre verdadeira. O caminho P5

contém zero como autovalor, mas não possui vértices gêmeos.

Seja G = (V,E) um grafo com n vértices. Denotamos por dk(i) o número de

cadeias do grafo G de comprimento k que começam no vértice i. Para todo i ∈ V ,

temos que d0(i) = 1, d1(i) = d(i) e dk+1(i) =
∑

j∈NG(i) dk(j) para todo inteiro k ≥ 0.

Lema 2.29 Se i é um vértice de um grafo G então o número de cadeias de com-

primento 2 que começa no vértice i é a soma dos graus dos seus vizinhos, isto é,

d2(i) =
∑

j∈NG(i) d(j).

A matriz cadeia de um grafo G com n vértices é a matriz quadrada W = (wij)

de ordem n tal que wij = dj−1(i). Caso seja necessário, denotamos tal matriz por

W (G). A Figura 2.4 explicita o caminho P5 e, a seguir, a sua matriz cadeia.

1

2

3

4

5

Figura 2.4: P5

W =

















1 1 2 3 6

1 2 3 6 9

1 2 4 6 12

1 2 3 6 9

1 1 2 3 6

















.
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Para explicar a sua construção, analisamos as entradas w33 e w54. Como as cadeias

de comprimento 2 que começam no vértice 3 são: 323, 321, 343 e 345 temos que

w33 = d2(3) = 4. Por outro lado, as cadeias de comprimento 3 que começam no

vértice 5 são: 5454, 5434 e 5432 e, portanto, w54 = d3(5) = 3.

O próximo teorema relaciona a quantidade de cadeias de um grafo com a sua

matriz de adjacência. Sua demonstração pode ser encontrada em [17] e [34].

Teorema 2.30 Se A é a matriz de adjacência de um grafo G, então a ij-entrada da

matriz Ak é igual ao número de cadeias de comprimento k que começam no vértice

i e terminam no vértice j.

Pelo Teorema 2.30, se A é a matriz de adjacência de um grafo G com n vértices

então Ak é o n-vetor coluna cuja i-ésima coordenada é igual ao número de cadeias

de comprimento k que começam no vértice i. Assim, a matriz cadeia pode ser escrita

do seguinte modo

W =
(

 A · · · An−1
)

.

Retornemos à Figura 2.4 para ilustrar o Teorema 2.30. A menos de semelhança, a

matriz de adjacência de P5 e sua potência ao quadrado são

A =

















0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

















e A2 =

















1 0 1 0 0

0 2 0 1 0

1 0 2 0 1

0 1 0 2 0

0 0 1 0 1

















.

Temos que o vetor A2 =
(

2 3 4 3 2
)T

coincide exatamente com a terceira

coluna da matriz cadeia do caminho P5.
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Caṕıtulo 3

Autovalores principais de um grafo

Alguns problemas combinatórios podem ser reduzidos a calcular o número de

cadeias em grafos. É posśıvel determinar o número de cadeias em um grafo em

função dos autovalores e autovetores de tal grafo. Isto indica uma importante ligação

entre as propriedades espectrais e estruturais de um grafo.

Sejam λt1 , λt2, . . . , λtm os autovalores distintos de um grafo G de ordem n. Pelo

Teorema 2.13, a matriz de adjacência A de G possui a decomposição espectral

A = λt1P1 + λt2P2 + · · ·+ λtmPm,

onde Pi é a projeção espectral associada a A.

Assim, Ak = (λt1)
kP1 + (λt2)

kP2 + · · ·+ (λtm)
kPm para k ≥ 0. Então,

TAk =
m
∑

i=1

(λti)
k||Pi||2, (3.1)

onde  é o n-vetor coluna com todas as coordenadas iguais a 1.

Pela equação 3.1, o número de cadeias de comprimento k no grafo G depende

dos autovalores λti tais que ||Pi||2 6= 0, onde i ∈ {1, 2, . . . , m}. Em vista disto,

CVETKOVIĆ [1] definiu um autovalor principal de G como um autovalor λti para o

qual ||Pi||2 6= 0, ou seja, λ é um autovalor principal de G se existe um autovetor v

associado a λ que não é ortogonal a . Caso contrário, dizemos que λ é um autovalor

não principal de G. Note que na contagem dos autovalores principais de um grafo

são considerados somente aqueles que são distintos. O subconjunto do Spec(G)

formado pelos autovalores principais distintos de G é chamado espectro principal de

G e denotado por MainSpec(G).
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Proposição 3.1 (CVETKOVIĆ [1]) O ı́ndice de um grafo G pertence a

MainSpec(G).

Demonstração. Pelo Teorema 2.24, o ı́ndice de todo grafo conexo é um autovalor

principal. Se G é um grafo desconexo, basta notar que seu espectro é a união dos

espectros de suas componentes conexas.

�

O teorema a seguir garante que os grafos regulares são os únicos grafos com um

único autovalor principal.

Teorema 3.2 (CVETKOVIĆ et al. [32]) Um grafo é regular se e somente se

possui um único autovalor principal.

Demonstração. Seja G um grafo de ordem n que possui m autovalores distintos.

O conjunto dos autovalores distintos de G é {λt1 , λt2 , . . . , λtm} tal que λt1 é o ı́ndice

de G.

É conhecido que o grafo G é regular se e somente se  ∈ EG(λt1) (Corolário 2.27).

Isto equivale a

 ∈ (EG(λt2)⊕ EG(λt3)⊕ · · · ⊕ EG(λtm))
⊥.

Logo, G é regular se e somente se possui um único autovalor principal.

�

Seja G um grafo de ordem n com m autovalores distintos para os quais, s de-

les são autovalores principais distintos de G. Convencionamos que a ordenação

não necessariamente decrescente dada pelo conjunto {λt1 , . . . , λts , λts+1, . . . , λtm},
indicará que os seus s primeiros elementos constituem MainSpec(G) de modo que

λt1 > λt2 > · · · > λts . Neste caso, λt1 é o ı́ndice do grafo G, pois o ı́ndice de todo

grafo é sempre um autovalor principal (Teorema 3.1).

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , s} podemos estender uma base de EG(λti) ∩ Span()⊥ a

uma base ortonormal de EG(λti) adicionando-se pelo menos um vetor unitário vti ,

que não será ortogonal ao vetor . O subespaço gerado por Ms = {vt1 ,vt2 , . . . ,vts}
será denotado por Main(G).

Dado um grafo G com s autovalores principais distintos, o polinômio carac-

teŕıstico principal de G é o polinômio cujas ráızes são os autovalores principais, que

denotamos por

M(G, x) =

s
∏

i=1

(x− λti) = xs − c0x
s−1 − c1x

s−2 − · · · − cs−2x− cs−1,

onde cj ∈ R para todo j ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.
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Proposição 3.3 (CVETKOVIĆ et al. [32]) Se G é um grafo com s autovalores

principais distintos então os coeficientes de M(G, x) são números inteiros, ou seja,

M(G, x) é um polinômio inteiro.

Na Proposição 3.4, temos que os grafos e os seu complementares possuem o

mesmo número de autovalores principais.

Proposição 3.4 (CVETKOVIĆ [2]) Um grafo G e o seu complementar G pos-

suem o mesmo número de autovalores principais.

Demonstração. Seja G um grafo de ordem n que possui m autovalores distintos.

Consideremos {λt1 , . . . , λts , λts+1 , . . . , λtm} o seu conjunto de autovalores distin-

tos, sendo que os s primeiros são seus autovalores principais.

Suponhamos que v ∈ EG(λti) ∩ Span()⊥ para algum i ∈ {1, 2, . . . , m}. Como

A(G) = J − I − A(G) então A(G)v = (J − I − A(G))v = Jv − Iv − A(G)v.

Assim, A(G)v = (−1− λti)v.

Para i ∈ {1, 2, . . . , m}, temos

EG(λti) ∩ Span()⊥ ⊆ EG(−1 − λti), (3.2)

onde EG(−1 − λti) pode ser o subespaço nulo.

Pelo Teorema 2.15, Rn = EG(λt1) ⊕ EG(λt2) ⊕ · · · ⊕ EG(λtm). Para todo i ∈
{1, 2, . . . , m}, se λti é não principal então EG(λti) = EG(λti) ∩ Span()⊥. Portanto,

n− s =
m
∑

i=1

dim(EG(λti) ∩ Span()⊥).

Seja Bi uma base ortonormal do subespaço EG(λti) para i ∈ {1, 2, . . . , m}. Por

(3.2), os n− s vetores linearmente independentes em
m
⋃

i=1

Bi pertencem a Span()⊥.

Logo, se tais vetores forem autovetores de G então estarão associados a autovalores

não principais de G. Deste modo, G tem no máximo s autovalores principais dis-

tintos. Substituindo G e G nas contas anteriores, conclúımos que G e G possuem o

mesmo número de autovalores principais.

�

Seja G um grafo de ordem n e seja {v1,v2, . . . ,vn} uma base ortonormal de

autovetores associados aos autovalores de G. Pelo Teorema 2.17, o polinômio carac-

teŕıstico de G é

20



PG(x) =

n
∏

i=1

(x− λi(G))

= (−1)nPG(−1− x)

(

1−
n
∑

i=1

(Tvi)
2

x+ 1 + λi(G)

)

= (−1)n
n
∏

i=1

(−1− x− λi(G))

(

1−
n
∑

i=1

(Tvi)
2

x+ 1 + λi(G)

)

=
n
∏

i=1

(x+ 1 + λi(G))−
n
∑

i=1

(Tvi)
2

n
∏

j=1,j 6=i

(x+ 1 + λj(G)).

Suponhamos que MainSpec(G) = {λt1(G), λt2(G), . . . , λts(G)} e MainSpec(G) =

{λt1(G), λt2(G), . . . , λts(G)}.
Se Main(G) = Span(Ms), onde Ms = {vt1 ,vt2 , . . . ,vts} ⊆ {v1,v2, . . . ,vn},

então podemos simplificar ainda mais o polinômio caracteŕıstico de G, considerando

apenas os autovalores principais de G e G,

s
∏

i=1

(x− λti(G)) =
s
∏

i=1

(x+ 1 + λti(G))−
s
∑

i=1

(Tvti)
2

s
∏

j=1,j 6=i

(x+ 1 + λtj (G)). (3.3)

Se λ é um autovalor principal de um grafo G então −1−λ não é necessariamente

um autovalor principal do seu complementar G. Por exemplo, o espectro do ciclo C4 é

constitúıdo pelos autovalores simples −2 e 2 e pelo autovalor 0 com multiplicidade 2,

enquanto que o espectro do seu complementar C4 = 2K2 é formado pelos autovalores

−1 e 1, ambos com multiplicidade 2. Como C4 e 2K2 são grafos regulares segue que

possuem o seu ı́ndice como seu único autovalor principal. Considerando o autovalor

principal λ1(2K2) = 1, temos que −1− λ1(2K2) = −2 é um autovalor não principal

de C4. Por outro lado, escolhendo o autovalor principal λ1(C4) = 2 temos que

−1 − λ1(C4) = −3 não é sequer um autovalor de 2K2. Na verdade, pode-se provar

o seguinte:

Teorema 3.5 (CVETKOVIĆ [2]) Se λ é um autovalor principal de um grafo G

então −1 − λ é um autovalor não principal de G.

Demonstração. Dado um grafo G, sejam λt1(G), λt2(G), . . . , λts(G) os autovalo-

res distintos de G.

Pela Proposição 3.4, G também possui s autovalores principais distintos dados

pelo conjunto MainSpec(G) = {λt1(G), λt2(G), . . . , λts(G)}.
Suponhamos, por absurdo, que existe k ∈ {1, 2, . . . , s} tal que −1 − λtk(G) é

um autovalor principal de G, isto é, existe k∗ ∈ {1, 2, . . . , s} tal que λtk∗ (G) =

−1− λtk(G).
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Calculando a equação 3.3 em λtk∗ (G) temos

s
∏

i=1

(λtk∗ (G)− λti(G)) =

s
∏

i=1

(−1 − λtk(G) + 1 + λti(G))

−
(

Tvtk

)2
s
∏

j=1,j 6=k

(−1 − λtk(G) + 1 + λtj (G))

= −
(

Tvtk

)2
s
∏

j=1,j 6=k

(−λtk(G) + λtj (G)) 6= 0.

Porém,
∏s

i=1(λtk∗ (G)− λti(G)) = 0, pois (λtk∗ (G)− λtk∗ (G)) = 0 é um dos fatores

do produtório. Portanto, para nenhum k ∈ {1, 2, . . . , s},−1 − λk é um autovalor

principal de G.

�

HAGOS [4] mostra, no Corolário 3.6, que se λ é um autovalor principal de G e

também um autovalor simples (isto é, possui multiplicidade 1) então λ não está no

espectro de G.

Corolário 3.6 (HAGOS [4]) Se λ é um autovalor simples e principal de um grafo

G então −1− λ /∈ Spec(G).

Demonstração. Seja λ um autovalor simples e principal de um grafo G.

Suponhamos, por absurdo, que −1 − λ ∈ Spec(G). Do Teorema 3.5, −1 − λ é

um autovalor não principal de G.

Seja A(G)v = (−1 − λ)v. Como A(G) = J − I − A(G) segue que A(G)v =

Jv−Iv−A(G)v. Assim, (−1−λ)v = Jv−Iv−A(G)v. Deste modo, A(G)v = λv.

Como λ é um autovalor simples segue que o seu autoespaço possui um único

representante. Mas, λ é um autovalor principal de G e, portanto, a soma das

coordenadas de todos os autovetores de λ são diferentes de 0. Mas isto contraria o

fato de que v é um autovetor do autovalor não principal −1− λ de G.

�

Note que existem grafos com autovalores principais que possuem autovetores line-

armente independentes que não são ortogonais a . Por exemplo, o grafo desconexo

G = K3 ∪ K3. O ı́ndice é um autovalor principal de G (Proposição 3.1)

que possui dois autovetores associados às componentes conexas (Corolário 2.25)

que não são ortogonais a  e como exemplo de um grafo conexo que sa-

tisfaça esta condição, veja a árvore na Figura 3.1. Note que 0 é um auto-

valor principal de tal árvore e seu autoespaço contém os autovetores linear-

mente independentes v1 =
(

0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 −1
)T

e v2 =
(

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 −1
)T

os quais não são ortogonais a .
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1

2 3 4

5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 3.1: Árvore cujo autovalor 0 possui 2 autovetores não ortogonais a 

O Teorema 3.7 reune alguns resultados que podem ser encontrados em [2] e [4].

Teorema 3.7 Seja G um grafo de ordem n e λ ∈ Spec(G). As seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) o autovalor λ é não principal ou λ é principal com multiplicidade maior do

que 1;

(ii) existe um autovetor v de G associado a λ tal que Tv = 0;

(iii) o escalar −1 − λ pertence a Spec(G).

Demonstração. Seja λ um autovalor de um grafo G de ordem n.

(i) =⇒ (ii): Se λ é um autovalor não principal então a afirmação (ii) segue direto da

definição. Por outro lado, se λ é um autovalor principal que possui multiplicidade

maior do que 1 então existem pelo menos dois autovetores linearmente independentes

v1 e v2 associados a λ.

Se um dos vetores v1 ou v2 é ortogonal ao vetor  então obtemos o resultado

desejado. Caso contrário, consideramos o vetor v = v1 −
(Tv1)

(Tv2)
v2, que também é

um autovetor de λ visto que é combinação linear de v1 e v2. Como

Tv = T
(

v1 −
(Tv1)

(Tv2)
v2

)

= Tv1 −
(Tv1)

(Tv2)
(Tv2) = 0,

temos que v é ortogonal ao vetor . Logo, existe um autovetor de G associado a λ

ortogonal a .

(ii) =⇒ (iii): Suponhamos que λ possui um autovetor v tal que Tv = 0.

Como A(G) = J − I − A(G) segue que Jv = (A(G) + A(G) + I)v =

A(G)v + (1 + λ)v. Porém,

Jv =









Tv
...

Tv









=









0
...

0









.
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Logo, A(G)v = (−1 − λ)v e, portanto, −1− λ é um autovalor de G.

(iii) =⇒ (i): Se −1 − λ é um autovalor de G então, pelo Corolário 3.6, λ é não

principal de G ou λ é principal com multiplicidade maior do que 1.

�

Como consequência direta do Teorema 3.7, o próximo resultado fornece uma

condição necessária e suficiente para que um autovalor simples de um grafo seja não

principal.

Corolário 3.8 Se λ é um autovalor simples de um grafo G então −1 − λ é um

autovalor de G se e somente se λ é não principal em G.

O próximo resultado (Teorema 3.9) fornece a multiplicidade do autovalor −1−λ

em G de acordo com a multiplicidade de λ em G.

Teorema 3.9 (TERANISHI [38]) Seja λ um autovalor de um grafo G. Tem-se:

(i) se λ é um autovalor principal de G com multiplicidade maior do que 1 então

EG(−1 − λ) ⊂ EG(λ) e mG(λ) = mG(−1− λ) + 1;

(ii) se λ é um autovalor não principal de G e −1−λ é um autovalor não principal

de G então EG(λ) = EG(−1− λ);

(iii) se λ é um autovalor não principal de G e −1− λ é um autovalor principal de

G então EG(λ) ⊂ EG(−1− λ) e mG(λ) = mG(−1 − λ)− 1.

Se G é um grafo com s autovalores principais, podemos determinar, a partir so

espectro de G, todos os autovalores de G, exceto os s autovalores principais de G.

Como exemplo, apresentamos o grafo G e o seu complementar G na figura a seguir.

1 2

3

4

5 6

G

1

2

3

4

5

6

G

Figura 3.2: Grafos com três autovalores principais

Temos que Spec(G) =
{

−
√
5,−1, 0, 0, 1,

√
5
}

sendo que seus autovalores princi-

pais são −
√
5, 0 e

√
5. Do Corolário 3.6, como −

√
5 e

√
5 são autovalores simples e

principais de G segue que −1−
√
5 e −1+

√
5 não pertencem ao espectro de G. Por

outro lado, 0 é um autovalor principal de G com multiplicidade 2. Portanto, −1 é
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um autovalor não principal de G com multiplicidade 1 (item (i), Teorema 3.9). Visto

que, do Teorema 3.7, −1 e 1 são autovalores não principais deG então −2 e 0 também

pertencem ao espectro de G. Observe que mG(−2) = 1, se −2 é um autovalor não

principal de G (item (ii), Teorema 3.9). SenãomG(−2) = 2 (item (iii), Teorema 3.9).

As mesmas observações valem para o autovalor 0. Deste modo, conseguimos três au-

tovalores de G, −2,−1 e 0, faltando apenas os três autovalores principais distintos.

Analisando os autovetores de G obtemos MainSpec(G) = {1−
√
5, 1, 1 +

√
5}.

CVETKOVIĆ [3], em 1978, levantou a questão da caracterização dos grafos

que possuem um determinado número de autovalores principais. No teorema a

seguir, apresentamos a caracterização de HAGOS [4] para grafos com exatamente k

autovalores principais.

Teorema 3.10 (HAGOS [4]) O posto da matriz cadeia de um grafo G é igual ao

número de seus autovalores principais.

Demonstração. Seja G um grafo de ordem n que possui s autovalores principais.

Suponhamos que MainSpec(G) = {λt1 , λt2 , . . . , λts} e Main(G) = Span(Ms),

onde Ms = {vt1 ,vt2 , . . . ,vts}.
Como  ∈ Main(G) segue que existem números reais c1, c2, . . . , cs tais que  =

∑s

i=1 civti . Assim,

Aℓ =
∑s

i=1 ci(λti)
ℓvti para todo ℓ ≥ 0.

Portanto, Span(, A, . . . , An−1) ⊆ Main(G) e o posto da matriz cadeia de G é

menor ou igual a s.

Agora, vamos mostrar que o posto da matriz cadeia de G é maior ou igual a

s. Para isso vamos verificar que as colunas , A, . . . , As−1 formam um conjunto

linearmente independente.

Sejam k1, k2, . . . , ks reais tais que

s
∑

j=1

kjA
j−1 = 0. (3.4)

Assim,
(

∑s

j=1 kjA
j−1

)T

vti = 0Tvti = 0 para todo i ∈ {1, 2, . . . , s}. Porém,

(

s
∑

j=1

kjA
j−1

)T

vti =
s
∑

j=1

kjT (Aj−1)Tvti

=

s
∑

j=1

kjT (λti)
j−1vti

= Tvti

s
∑

j=1

kj(λti)
j−1,
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para todo i ∈ {1, 2, . . . , s}. Como Tvti 6= 0 para todo i ∈ {1, 2, . . . , s} segue que

s
∑

j=1

kj(λti)
j−1 = 0 para todo i ∈ {1, 2, . . . , s}. (3.5)

Considerando a matriz quadrada V = (vij) de ordem s tal que vij = (λti)
j−1, temos

que o seu determinante é dado por
∏

q>r(λtq−λtr). Como os autovalores principais de

G são distintos então o determinante de V é não nulo. Deste modo, a equação (3.5)

implica em kj = 0 para todo j ∈ {1, 2, . . . , s}. Portanto, , A, . . . , As−1 são line-

armente independentes e o posto da matriz cadeia de G é s.

�

Para exemplificar o Teorema 3.10 retornaremos ao caminho P5 da Figura 2.4. A

matriz de adjacência e matriz cadeia são respectivamente dadas por:

A =

















0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

















e W =

















1 1 2 3 6

1 2 3 6 9

1 2 4 6 12

1 2 3 6 9

1 1 2 3 6

















.

O posto de W é 3 e o espectro de P5 é Spec(P5) = {−
√
3,−1, 0, 1,

√
3}, sendo

que −
√
3, 0 e

√
3 são os autovalores principais de P5.

Teorema 3.11 (HAGOS [4]) Seja G um grafo de ordem n tal que vt1 ,vt2 , . . . ,vts

formam uma base ortonormal dos autovetores associados aos autovalores principais

λt1 , λt2 , . . . , λts, respectivamente. Seja E = (eij) a matriz quadrada de ordem s tal

que eij = Tvti
Tvtj . Se M = E− I − diag(λt1 , λt2, . . . , λts) então os autovalores de

M são precisamente os autovalores principais de G. Além disso, se v = (vi) é um

autovetor associado a um autovalor λ de M então
∑s

j=1 vjvtj é um autovetor de G

associado ao autovalor λ.

3.1 Conjuntos (k, τ )-regulares

Um subconjunto C de vértices de um grafo G é dito ser (k, τ)-regular quando

C induz um subgrafo k-regular, tal que todo vértice que não está em C possui τ

vizinhos em C. Para mais detalhes consulte [39], [40] e [41]. O grafo G da Figura 3.3

possui o conjunto (2, 2)-regular S1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e o conjunto (0, 2)-regular

S2 = {7, 8, 9, 10, 11, 12}.
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Figura 3.3: Conjuntos (2, 2)-regular e (0, 2)-regular

De fato, S1 induz o ciclo C6 e os vértices que não estão em S1 são adjacentes a

exatamente dois vértices no ciclo. Por exemplo, o vértice 7 é adjacente aos vértices

1 e 2, enquanto que o vértice 11 é adjacente aos vértices 5 e 6. Por outro lado,

S2 induz o grafo 0-regular 6K1 e os vértices que não estão em S2 são adjacentes a

exatamente dois vértices em S2. Como exemplo temos o vértice 4 que é adjacente

aos vértices 9 e 10, enquanto que o vértice 1 é adjacente aos vértices 7 e 8.

Dado um subconjunto S de vértices de um grafo G, chama-se vetor caracteŕıstico

xS de S, o n-vetor coluna que possui a i-ésima entrada xi = 1, se i ∈ S, e xi = 0,

em caso contrário.

Os resultados a seguir relacionam autovalores principais e não principais de um

grafo com os conjuntos (k, τ)-regulares deste grafo.

Teorema 3.12 (CARDOSO et al. [39]) Seja G = (V,E) um grafo e S um sub-

conjunto (k, τ)-regular de vértices de G, k ≥ 0 e τ > 0.

Sejam λ um autovalor de G e xS o vetor caracteŕıstico de S. Tem-se:

(i) λ é um autovalor não principal se e somente se uma das seguintes condições

é verdadeira: ou λ = k − τ ou xS ∈ (EG(λ))⊥;

(ii) Se v é um autovetor associado a um autovalor principal λ de G então vTxS 6= 0

e λ = τ
vTxS

vTxS

+ k, onde S = V \S.

Corolário 3.13 (CARDOSO et al. [39]) Sejam inteiros k ≥ 0 e τ > 0. Se k−τ

é um autovalor principal de um grafo G então G não tem um conjunto (k, τ)-regular.

Para qualquer grafo G de ordem n, se v ∈ Rn então v pode ser decomposto como

v = g + q, onde g ∈ Main(G) e q ∈ (Main(G))⊥.

Proposição 3.14 (CARDOSO et al. [40]) Seja G = (V,E) um grafo cujos au-

tovalores principais são λt1 , λt2 , . . . , λts. Seja {vt1 ,vt2 , . . . ,vts} uma base ortonor-

mal de Main(G). Considere um conjunto (k, τ)-regular S ⊆ V , com τ > 0, onde

seu vetor caracteŕıstico xS é decomposto como xS = g + q, onde g ∈ Main(G) e

q ∈ (Main(G))⊥.
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(i) Se k − τ /∈ Spec(G) então q = 0 e xS = τ(A− (k − τ)I)−1;

(ii) Se k − τ ∈ Spec(G) então q ∈ EG(k − τ) e g =
∑s

i=1 τ
Tvti

λti − (k − τ)
vti .

Seja {vt1 ,vt2 , . . . ,vts} uma base ortonormal de autovetores associados aos res-

pectivos autovalores principais λt1 , λt2 , . . . , λts de G, que não são ortogonais a .

Se k − τ não é um autovalor principal de G, o vetor g =
∑s

i=1 τ
Tvti

λti − (k − τ)
vti é

denominado vetor (k, τ)-paramétrico de G, veja [40].

Corolário 3.15 (CARDOSO et al. [40]) Seja G = (V,E) um grafo com s au-

tovalores principais. Para os números inteiros k ≥ 0 e τ > 0, se não existe um

vetor (k, τ)-paramétrico g que é o vetor caracteŕıstico de um conjunto (k, τ)-regular

S ⊆ V então uma das seguintes afirmações é verdadeira:

(i) não existe tal subconjunto de vértices S;

(ii) k − τ não é um autovalor principal de G. Além disso, existem q ∈ EG(λ) e

um vetor (k, τ)-paramétrico g ∈ Main(G) tais que xS = g + q.

Lema 3.16 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Seja G um grafo de ordem n. Se S

é um conjunto (k, τ)-regular com vetor caracteŕıstico xS então AxS = (k− τ)xS + τ.

Um grafo é dito singular se possui 0 como autovalor. A existência de conjuntos

(k, k)-regulares em um grafo singular nos permite verificar, através da estrutura do

grafo, se 0 é um autovalor não principal.

Proposição 3.17 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Se G é um grafo singular

com n vértices e se, para algum k > 0, G possui um conjunto (k, k)-regular então

zero é um autovalor não principal.

Demonstração. Seja G um grafo singular que possui um subconjunto de vértices

(k, k)-regular, onde k > 0.

Pelo Lema 3.16, se xS é o vetor caracteŕıstico do conjunto (k, k)-regular então

AxS = k. Se v é um autovetor associado ao autovalor 0 então (Av)T = 0. Assim,

vTATxS = 0 e, portanto, vTAxS = 0. Como AxS = k segue que vTk = 0. Logo,

zero é um autovalor não principal de G.

�

O grafo da Figura 3.3 é um grafo singular e tem um subconjunto de vértices

que é (2, 2)-regular. Deste modo, este grafo possui zero como um autovalor não

principal. Outro exemplo é o caminho P6. Este é um grafo singular em que o zero

é um autovalor não principal, porém não possui um conjunto de vértices (k, k)-

regular. Isto mostra que o fato de um grafo possuir um conjunto (k, k)-regular é
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uma condição suficiente mas não necessária para que zero seja um autovalor não

principal.

Corolário 3.18 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Se G possui zero como um au-

tovalor principal então G não possui conjuntos (k, k)-regulares para n > k > 0.

3.2 Grafos harmônicos

Um grafo G = (V,E) é harmônico (ou ℓ-harmônico) se existe um número natural

ℓ tal que para todo vértice v ∈ V ,
∑

u∈NG(v) d(u) = ℓd(v), ou seja, AdG = ℓdG. Os

grafos harmônicos foram apresentados em [42] e [43].

Os grafos conexos regulares são exemplos de grafos harmônicos, pois os ı́ndices

de tais grafos são simples e possuem o vetor com todas as coordenadas iguais a 1

como autovetor. Para mais exemplos, exibimos na Figura 3.4 os grafos G1 e G2 que

são 4-harmônico e 3-harmônico, respectivamente.

u4

v

u1 u2 u3

G1 G2

Figura 3.4: Grafos 4-harmônico e 3-harmônico

Os graus dos vértices do grafo G1, da Figura 3.4, são: 1, 4 ou 13. Selecionamos

os vértices v, u1, u2, u3 e u4 tais que d(v) = 4, d(ui) = 1 para todo i ∈ {1, 2, 3}
e d(u4) = 13. Assim,

∑4
i=1 d(ui) = 4d(v), o que mostra que G1 é um grafo 4-

harmônico. De modo análogo, mostra-se que G2 é um grafo 3-harmônico.

Para todo natural ℓ ≥ 2, GRÜNEWALD [42] definiu a árvore Tℓ como sendo a

árvore obtida de ℓ2 − ℓ+ 1 estrelas disjuntas K1,ℓ−1 cujos vértices centrais possuem

um vizinho em comum. Ainda em [42], Grünewald mostrou que tais árvores são

as únicas árvores finitas ℓ-harmônicas e que o único grafo conexo 2-harmônico é a

árvore T2. Como exemplos de árvores harmônicas temos o grafo G1 na Figura 3.4,

que é a árvore T4, e a árvore T2 na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Árvore 2-harmônica T2

BOROVIĆANIN et al. [44] mostraram que nenhum grafo conexo irregular

unićıclico ou bićıclico pode ser harmônico e que existem exatamente 4 e 16 gra-

fos conexos, irregulares e harmônicos trićıclicos e tetraćıclicos, respectivamente.

Seja G um grafo que possui s autovalores principais. O vetor discriminante de

G é definido em [41] por νG = cs−2 + cs−3A + · · ·+ c0A
s−2 − As−1, onde os c′is

são os coeficientes do polinômio caracteŕıstico principal de G. A proposição a seguir

apresenta um critério para que um grafo possua zero como um autovalor principal.

Proposição 3.19 (SCIRIHA e CARDOSO [41]) Sejam G um grafo não regu-

lar e νG o vetor discriminante. Tem-se que λ = 0 é um autovalor principal de G se

e somente se AνG = 0 e νG 6= 0.

A árvore 2-harmônica T2 da Figura 3.5 possui polinômio caracteŕıstico principal

M(T2, x) = x2 − 2x, isto é, zero é um dos seus autovalores principais. Com efeito, o

vetor discriminante de T2 é νT2 = 2− A 6= 0, onde A é a matriz de adjacência de

T2. Como AνT2 = 2A−A2 = 0 segue, da Proposição 3.19, que zero é um autovalor

principal de T2.
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Caṕıtulo 4

Grafos com dois autovalores

principais

No Caṕıtulo 3, citamos a questão de CVETKOVIĆ [3] sobre a caracterização dos

grafos com um número determinado de autovalores principais. Os grafos regulares

foram caracterizados como os grafos com exatamente um autovalor principal (veja

[32]). Os grafos com dois autovalores principais foram caracterizados em [4] e encon-

tramos diversos resultados relativos a estes grafos em [5], [6], [7], [8], [9], [45] e [46].

Em meio as nossas pesquisas, nos deparamos com os grafos conexos que possuem

todos os autovalores distintos e principais conhecidos por grafos controláveis, que

foram definidos por CVETKOVIĆ et al. [47] em 2011. Embora tais grafos não sejam

objetos de estudo aqui, apresentamos na Figura 4.1 exemplos de grafos controláveis

e indicamos os artigos [47], [48], [49] e [50], onde o leitor pode encontrar diversos

resultados sobre eles.

Figura 4.1: Grafos controláveis

Iniciamos este caṕıtulo, apresentando os resultados de HAGOS [4] para grafos

com dois autovalores principais. O autor dá um critério para que um grafo possua

exatamente dois autovalores principais.

Lema 4.1 (HAGOS [4]) Seja G um grafo de ordem n. Se λt1 , λt2 , . . . , λts são os

autovalores principais distintos de G e P =
∏s

i=1(A− λtiI) então P  = 0.

Demonstração. Seja MainSpec(G) = {λt1 , λt2 , . . . , λts} o conjunto dos autova-

lores principais distintos de um grafo G.

31



Considere Main(G) = Span(Ms), onde Ms = {vt1 ,vt2 , . . . ,vts} é uma

base ortonormal dos autovetores, não ortogonais a , associados aos autovalores

λt1 , λt2 , . . . , λts , respectivamente.

Como  ∈ Main(G) segue que existem reais c1, c2, . . . , cs tais que  =
∑s

j=1 cjvtj .

Assim, se A é a matriz de adjacência do grafo G e P =
∏s

i=1(A− λtiI) então

P =
s
∏

i=1

(A− λtiI)
s
∑

j=1

cjvtj

=

s
∑

j=1

cj

s
∏

i=1

(A− λtiI)vtj

=
s
∑

j=1

cjvtj

s
∏

i=1

(λtj − λti).

Como
∏s

i=1(λtj − λti) = 0 segue que P  = 0.

�

Note que se G é um grafo desconexo e regular então o ı́ndice tem multiplicidade

maior do que 1. No próximo teorema HAGOS [4] fornece um critério para um grafo,

não necessariamente conexo, ter exatamente dois autovalores principais.

Teorema 4.2 (HAGOS [4]) Um grafo G possui exatamente dois autovalores prin-

cipais se e somente se existem únicos a, b ∈ Q não simultaneamente nulos tais que

A2 − aA − b = 0. Neste caso, a = d2(u)−d2(v)
d(u)−d(v)

e b = d(v)d2(u)−d(u)d2(v)
d(u)−d(v)

, onde u e v

são dois vértices quaisquer de G com graus distintos.

Demonstração. Suponhamos que G possui dois autovalores principais. Pelo

Lema 4.1, se G tem exatamente dois autovalores principais λt1 e λt2 então

A2− (λt1 + λt2)A + (λt1λt2) = 0.

Como G possui dois autovalores principais temos que ele é não regular. Dados

u e v vértices de G com graus distintos temos que

d2(u)− (λt1 + λt2)d(u) + λt1λt2 = 0 e d2(v)− (λt1 + λt2)d(v) + λt1λt2 = 0.

Assim,

λt1 + λt2 =
d2(u)− d2(v)

d(u)− d(v)
e λt1λt2 =

d(v)d2(u)− d(u)d2(v)

d(u)− d(v)
,

ou seja, existem a = d2(u)−d2(v)
d(u)−d(v)

e b = d(v)d2(u)−d(u)d2(v)
d(u)−d(v)

não simultaneamente nulos

tais que A2− aA+ b = 0.

Reciprocamente, se A2−aA+b = 0, onde a = d2(u)−d2(v)
d(u)−d(v)

e b = d(v)d2(u)−d(u)d2(v)
d(u)−d(v)

com d(u) 6= d(v), ou seja, a terceira coluna da matriz cadeia é escrita como com-

binação linear das duas primeiras colunas, então o posto da matriz cadeia de G é
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menor ou igual a 2. Do Teorema 3.10, G possui no máximo dois autovalores princi-

pais. Como d(u) 6= d(v) segue que G não é um grafo regular e, portanto, G possui

exatamente dois autovalores principais.

�

Como exemplo de grafos com exatamente dois autovalores principais temos: a

estrela K1,6 e o grafo desconexo G, dados na Figura 4.2.

1

2

3

45

6

7

K1,6

1

2

3 4

5

G

Figura 4.2: Grafos com 2 autovalores principais

Os autovalores principais de K1,6 são
√
6 e −

√
6. Para todo i ∈ {1, 2, . . . , 7},

tem-se d2(i) = 6. Assim, para a = d2(1)−d2(2)
d(1)−d(2)

= 0 e b = d(2)d2(1)−d(1)d2(2)
d(1)−d(2)

=
30

5
=

6, a equação A2 − 6 = 0 é satisfeita. Com efeito, a i-ésima entrada de A2 é

exatamente igual a d2(i) = 6. Do mesmo modo, o grafo G possui exatamente dois

autovalores principais, que são 1 e 2, pois existem únicos a = d2(1)−d2(4)
d(1)−d(4)

= 3 e

b = d(4)d2(1)−d(1)d2(4)
d(1)−d(4)

= 0 que satisfazem A2− 3A = 0.

Corolário 4.3 (HAGOS [4]) Os autovalores principais de um grafo com exata-

mente dois autovalores principais são λt1 = a+
√
a2−4b
2

e λt2 = a−
√
a2−4b
2

, onde a e b

são dados no Teorema 4.2.

Demonstração. Seja G um grafo com exatamente dois autovalores principais, λt1

e λt2 .

Pelo Teorema 4.2, a = λt1 + λt2 e b = λt1λt2 e, portanto, λt1 e λt2 são ráızes da

equação x2 − ax+ b = 0. Logo, λt1 =
a+

√
a2−4b
2

e λt2 =
a−

√
a2−4b
2

.

�

Teorema 4.4 (HAGOS [4]) Sejam λt1 , λt2 , . . . , λts os autovalores principais dis-

tintos de um grafo G com n vértices. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , s}, considere

Mi =











s
∏

j=1,j 6=i

(A− λtjI), se s 6= 1;

I, se s = 1.

Desta forma, Mi/||Mi|| é um autovetor unitário correspondente a λti.
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Demonstração. Fixemos i ∈ {1, 2, . . . , s}. Pelo Lema 4.1, (A − λtiI)Mi = 0.

Logo, basta provar que Mi 6= 0.

Com efeito, como Mi é uma combinação linear dos vetores linearmente indepen-

dentes , A, . . . , As−1 e G possui exatamente s autovalores principais temos que

pelo menos um dos coeficientes na combinação linear é diferente de zero.

�

Do Teorema 4.4, dado um grafo G com exatamente dois autovalores principais,

podemos encontrar autovetores associados a esses autovalores e que dependem do

número de vértices, arestas e do vetor dos graus, dG, de G. No corolário a seguir,

tais autovetores são apresentados.

Corolário 4.5 (HAGOS [4]) Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Se G

tem exatamente dois autovalores principais λt1 e λt2 então

v1 =
dG − λt2

√

(λt1 − λt2)(2m− nλt2)
e v2 =

dG − λt1
√

(λt2 − λt1)(2m− nλt1)

são autovetores normalizados associados a λt1 e λt2 , respectivamente.

Demonstração. Seja G um grafo com n vértices e m arestas.

Suponhamos que G possua exatamente dois autovalores principais λt1 e λt2 . Do

Teorema 4.4, M1 = (A− λt2I) e M2 = (A − λt1I) são autovetores associados

aos autovalores principais λt1 e λt2 , respectivamente. Por outro lado, A = dG então

podemos reescrever esses autovetores como M1 = dG − λt2 e M2 = dG − λt1.

A norma de M1 é ||M1|| =
√

(M1)TM1. Temos

(M1)TM1 = T (A− λt2I)
T (A− λt2I)

= T (A(A− λt2I)− λt2(A− λt2I)).

Como AM1 = λt1M1 segue que A(A− λt2I) = λt1(A− λt2I). Deste modo,

||M1|| =
√

T (λt1(A− λt2I)− λt2(A− λt2I))

=
√

(λt1 − λt2)T (A− λt2I)).

Por outro lado, TA =
∑

i∈V d(i) = 2m e T  = n. Portanto,

v1 =
dG − λt2

√

(λt1 − λt2)(2m− nλt2)
é um autovetor associado a λt1 .

De modo análogo, mostramos que v2 =
dG − λt1

√

(λt2 − λt1)(2m− nλt1)
é um autovetor

associado a λt2 .

�
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Do Corolário 4.5, temos que (dG−λt1)
T (dG−λt2) = 0. Como d = 1

n
TdG segue

dessa ortogonalidade a seguinte proposição.

Proposição 4.6 (ROWLINSON [51]) Seja G = (V,E) um grafo com exata-

mente dois autovalores principais λt1 e λt2. Tem-se que

1

n

∑

u∈V
(d(u)− d)2 = (λt1 − d)(d− λt2).

Corolário 4.7 (ROWLINSON [51]) Seja G um grafo conexo com exatamente

dois autovalores principais λt1 e λt2. Se λt1 > λt2 então ∆ > λt1 > d > δ > λt2.

Demonstração. Sejam λt1 = λmax > λt2 os únicos autovalores principais de um

grafo conexo G.

Do Teorema 3.2, G não é um grafo regular. Portanto, d > δ. Além disso, do

Teorema 2.18, ∆ > λt1 > d. Assim, falta apenas mostrar que δ > λt2 .

Como G é conexo segue que λt1 possui um autovetor v = (vi) cujas coordenadas

são positivas. Do Corolário 4.5, v1 = dG − λt2 é um autovetor associado a λt1 .

Como ∆ > λt2 segue que v1 = αv para algum α > 0. Portanto, δ > λt2 .

�

Note que se um grafo conexo G tem exatamente dois autovalores principais λt1

e λt2 então os seus respectivos autovetores normalizados v1 =
dG−λt2√

(λt1−λt2)(2m−nλt2 )
e

v2 =
dG−λt1√

(λt2−λt1 )(2m−nλt1 )
não são ortogonais ao vetor . De fato, T (dG − λt1) =

TdG − λt1
T . Do Corolário 4.7, λt1 > d = 1

n
TdG. Deste modo, T (dG − λt1) =

TdG − λt1
T  < 0. Por outro lado, como d > λt2 segue que T (dG − λt2) =

TdG − λt2
T  > 0.

Pelo Lema 2.29 tem-se que d2(v) é a soma dos graus dos vizinhos do vértice v

de um grafo G. HOU e ZHOU [5] definiram um grafo G = (V,E) como 2-cadeia

(a, b)-linear se existem únicos números racionais a, b tais que d2(v) = ad(v)+b para

todo vértice v ∈ V . Apresentamos a seguir exemplos de tais grafos.

1

2 3

4 5

6

G1

1 2
3

4

56

7 8

9

10 11

12

G2

Figura 4.3: Grafos 2-cadeia (a, b)-lineares
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Na Figura 4.3, G1 é um grafo 2-cadeia (3,−2)-linear e G2 é um grafo 2-cadeia

(3,−1)-linear. Inicialmente, vamos mostrar que G1 é um grafo 2-cadeia (3,−2)-

linear, isto é, d2(u) = 3d(u) − 2 para todo vértice u de G1. Temos que d(1) =

d(2) = d(3) = d(4) = 2 e d(5) = d(6) = 1. Assim, d2(1) =
∑

u∈NG1
(1) d(u) =

d(2) + d(4) = 4 = 3 · 2− 2. De modo análogo, obtemos d2(2) = d2(3) = d2(4) = 4 e

d2(5) = d2(6) = 1 = 3 · 1− 2. A prova que, G2 é 2-cadeia (3,−1)-linear é análoga.

Note que todo grafo 2-cadeia (a, b)-linear deve ser irregular. Do Lema 2.29, se

G é um grafo r-regular então d2(v) = rd(v) = r2 para todo vértice v de G, o que

nos dá a = r2 e b = 0. Mas, d2(v) também pode ser escrito da seguinte forma

d2(v) = 0d(v) + r2, o que fornece a = 0 e b = r2, contrariando a unicidade de a e b.

A seguir apresentamos uma prova do resultado de HOU e TIAN [6] que relaciona

os grafos 2-cadeia (a, b)-lineares com a caracterização de grafos com exatamente dois

autovalores principais dada por HAGOS [4], no Teorema 4.2.

Teorema 4.8 (HOU e TIAN [6]) Um grafo G = (V,E) tem exatamente dois

autovalores principais se e somente se existem a e b racionais tais que G é um

grafo 2-cadeia (a, b)-linear. Além disso, os dois autovalores principais de G são

λt1 =
a+

√
a2+4b
2

e λt2 =
a−

√
a2+4b
2

.

Demonstração. Suponhamos que G possua exatamente dois autovalores princi-

pais distintos λt1 e λt2 . Pelo Teorema 4.2, existem únicos a e b não simultaneamente

nulos tais que A2− aA− b = 0. Assim,
∑

v∈NG(u) d(v)− ad(u)− b = 0 para todo

u ∈ V , ou seja, d2(u) = ad(u) + b para todo u ∈ V. Logo, G é um grafo 2-cadeia

(a, b)-linear.

Agora, suponhamos que G é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear, onde a e b são

racionais. Temos d2(u) = ad(u) + b para todo u ∈ V.

Pelo Lema 2.29, ad(u) + b =
∑

v∈NG(u) d(v) para todo u ∈ V , ou seja,

∑

v∈NG(u)

d(v)− ad(u)− b = 0 para todo u ∈ V.

Desse modo,

A2− aA− b = 0 (4.1)

e, portanto, o posto da matriz cadeia de G é menor ou igual a 2. Do Teorema 3.10,

G possui no máximo dois autovalores principais. Como não é um grafo regular segue

que G possui exatamente dois autovalores principais.

Sejam λt1 e λt2 os autovalores principais distintos de G. Do Lema 4.1, temos

A2− (λt1 + λt2)A + (λt1λt2) = 0. (4.2)
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Igualando as equações (4.1) e (4.2), obtemos {a−(λt1+λt2)}A+{b+(λt1λt2)} = 0.

Pelo Teorema 3.10, o posto da matriz cadeia de G é 2. Assim, as colunas  e A de
W são linearmente independentes e, portanto, λt1 + λt2 = a e λt1λt2 = −b.

�

O Teorema 4.8 afirma que um grafo 2-cadeia (a, b)-linear é um grafo com exata-

mente dois autovalores principais, os quais podem ser escritos em função de a e b.

A proposição a seguir decorre da Proposição 3.3.

Proposição 4.9 (HOU e TIAN [6]) Se G é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear então

a e b são inteiros.

Demonstração. Como G é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear segue que G possui

exatamente dois autovalores principais, λt1 e λt2 . Pela Proposição 3.3, M(G, x) =

(x − λt1)(x − λt2) é um polinômio inteiro e, portanto, a e b devem ser números

inteiros.

�

Corolário 4.10 (HOU e TIAN [6]) Se G é um grafo conexo 2-cadeia (a, b)-

linear então a é um número inteiro não negativo.

Demonstração. Se G é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear então, do Teorema 4.8,

G possui dois autovalores principais distintos λt1 > λt2 tais que a = λt1 + λt2 e

−b = λt1λt2 .

Pela Proposição 4.9, a é um número inteiro. Assim, falta apenas mostrar que

a ≥ 0. Da Proposição 3.1 temos que λt1 é o ı́ndice de G. Assim, do Teorema de

Perron-Frobenius (Teorema 2.6), como G é um grafo conexo segue que λt1 ≥ |λt2 |.
Logo, a ≥ 0.

�

Lema 4.11 Seja G = (V,E) um grafo conexo 2-cadeia (a, b)-linear. Se d(u) = 1

para algum u ∈ V então d(v) = a + b para todo v ∈ NG(u).

Demonstração. Seja G = (V,E) um grafo conexo 2-cadeia (a, b)-linear. Se d(u) =

1 para algum u ∈ V então d2(u) = ad(u) + b = a + b. Como o vértice u possui um

único vizinho, v, e d2(u) =
∑

v∈NG(u) d(v) então d(v) = a+ b.

�

GRONE e MERRIS [52] caracterizaram as árvores de diâmetro 3 como aquelas

com exatamente dois vértices não pendentes e adjacentes entre si, com k folhas ad-

jacentes a um dos vértices e s folhas adjacentes ao outro. Os vértices não pendentes
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são os vértices centrais destas árvores e possuem graus k + 1 e s + 1, respectiva-

mente. Tais árvores também são conhecidas como duplas estrelas e aqui denotadas

por T (k, s). No caso em que k = s, T (s, s) é chamada dupla estrela balanceada.

Uma dupla vassoura é uma árvore obtida de uma dupla estrela T (k, s)

substituindo-se a aresta que liga os dois vértices centrais por um caminho com r

vértices. As duplas vassouras possuem diâmetro r + 2. No caso em que r = 1, as

duplas vassouras são duplas estrelas.

Como visto no Caṕıtulo 3, fixado um número natural ℓ maior do que 2, Tℓ é a

árvore harmônica obtida de ℓ2−ℓ+1 estrelas disjuntas K1,ℓ−1 cujos vértices centrais

possuem um vizinho em comum. HOU e ZHOU [5] identificaram estas como uma das

famı́lia de árvores com exatamente dois autovalores principais. Visto que o artigo

em questão está escrito em chinês, apresentamos uma demonstração do resultado.

Teorema 4.12 Uma árvore com n ≥ 3 vértices possui exatamente dois autovalores

principais se e somente se é ou uma estrela, ou uma dupla estrela balanceada ou

uma árvore harmônica Tℓ para ℓ ≥ 2.

Demonstração. Seja T uma árvore com n ≥ 3 vértices que possui exatamente

dois autovalores principais. Do Teorema 4.8, T é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear.

Tome P = v0v1 · · · vℓ um caminho em T com comprimento ℓ, onde ℓ é o diâmetro

de T . Como v0 é uma folha cujo vizinho é v1 segue, do Lema 4.11, que

d(v1) = a+ b. (4.3)

Afirmação 1 Se v ∈ NT (v1)\{v2} então d(v) = 1.

Com efeito, se v ∈ NT (v1)\{v2} e d(v) ≥ 2 então existe u ∈ NT (v)\{v1}. Logo,

o caminho P ′ = uvv1 · · · vℓ tem comprimento ℓ+1 em T , contradizendo o fato de T

ter diâmetro ℓ.

Como consequência da Afirmação 1,

d2(v1) =
∑

u∈NT (v1)

d(u) = (d(v1)− 1) + d(v2) = a+ b− 1 + d(v2). (4.4)

Porém, T é 2-cadeia (a, b)-linear então

d2(v1) = ad(v1) + b = a(a+ b) + b. (4.5)

Comparando as equações (4.4) e (4.5), obtemos:

d(v2) = a(a + b− 1) + 1. (4.6)
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Do Corolário 4.10, a é um inteiro não negativo. Em função disso, dividiremos a

demonstração em três casos.

Caso 1: a = 0

Das equações (4.3) e (4.6), d(v1) = b e d(v2) = 1. Logo, da Afirmação 1, T é a

estrela K1,b.

Caso 2: a = 1

Das equações (4.3) e (4.6), d(v1) = 1 + b e d(v2) = 1 + b. Como T é 2-cadeia

(1, b)-linear temos que d2(v2) = d(v2) + b = (1 + b) + b = 1 + 2b. Assim,

∑

u∈NT (v2)

d(u) = d2(v2) = 1 + 2b. (4.7)

Como v1 ∈ NT (v2) segue que

∑

u∈NT (v2)

d(u) =
∑

u∈NT (v2)\{v1}
d(u) + d(v1) =

∑

u∈NT (v2)\{v1}
d(u) + (1 + b). (4.8)

Das equações (4.7) e (4.8), obtemos

∑

u∈NT (v2)\{v1}
d(u) = (1 + 2b)− (1 + b) = b. (4.9)

Como d(v2) = 1+ b então |NT (v2)\{v1}| = b. Assim, da equação (4.9), cada vértice

em NT (v2)\{v1} tem grau 1. Logo, T é a dupla estrela balanceada T (b, b).

Caso 3: a ≥ 2.

Pela equação (4.3), d(v1) = a+ b ≥ 2. Assim, da equação (4.6), segue que

d(v2) = a(a+ b) + 1− a

> a(a+ b)− a

= a(a+ b− 1)

≥ 2(a+ b− 1)

= a+ b+ (a+ b− 2)

≥ a+ b.

Logo,

d(v2) > a+ b. (4.10)

Afirmação 2 Se v ∈ NT (v2)\{v3} então d(u) = 1 para todo u ∈ NT (v)\{v2}.
Com efeito, seja v ∈ NT (v2)\{v3}. Do Lema 4.11, se d(v) = 1 então d(v2) = a+b,

o que contradiz a desigualdade (4.10). Logo, d(v) ≥ 2.
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Suponhamos que existe u ∈ NT (v)\{v2} tal que d(u) ≥ 2. Então existe

w ∈ NT (u)\{v} tal que P ′ = wuvv2 · · · vℓ é um caminho em T e possui compri-

mento ℓ + 1, o que contradiz o fato de ℓ ser o diâmetro de T. Logo, d(u) = 1 para

todo u ∈ NT (v)\{v2}.

Se v ∈ NT (v2)\{v3} então, do Lema 4.11 e da Afirmação 2, d(v) = a+ b. Logo,

d2(v2) =
∑

u∈NT (v2)

d(u) = (d(v2)− 1)(a+ b) + d(v3). (4.11)

Porém, T é 2-cadeia (a, b)-linear então

d2(v2) = ad(v2) + b. (4.12)

Das equações (4.6), (4.11) e (4.12), obtemos:

d(v3) = a+ b(2 − d(v2)) = a+ b+ ab(1− a− b) = (1− ab)(a + b− 1) + 1. (4.13)

Afirmação 3 Se a ≥ 2 então b = 0.

Suponhamos que b > 0.

Pela Proposição 4.9, b é um número inteiro então b ≥ 1. Neste caso, ab ≥ 2 então

1− ab ≤ −1. Logo, pela equação (4.13),

d(v3) ≤ −1(a+ b− 1) + 1 = −a− b+ 2 ≤ 0,

o que contradiz d(v3) > 0.

Afirmação 4 Se b ≤ −1 e v ∈ NT (v3)\{v4} então d(v) = d(v2).

Como b ≤ −1 segue que −ab > 0. Pelas equações (4.3) e (4.13) temos que

d(v3) = (a+ b)− ab(a + b) + ab > (a+ b)− ab · 1 + ab = a + b.

Logo, pelo Lema 4.11, v3 não possui folhas, ou seja, d(v) 6= 1 para todo

v ∈ NT (v3)\{v4}.
Por outro lado, como −b ≥ 1 então a(−b) ≥ a, isto é, 1 − ab > a. Assim, pelas

equações (4.6) e (4.13) temos

d(v3) = (1− ab)(a + b− 1) + 1 > a(a + b− 1) + 1 = d(v2). (4.14)

Suponhamos que existe w ∈ NT (v3)\{v4} tal que d(y) = 1 para todo

y ∈ NT (w)\{v3}. Pelo Lema 4.11, d(w) = a + b. Visto que d2(w) =

=
∑

u∈NT (w)\{v3} d(u) + d(v3) e d2(w) = ad(w) + b segue que (d(w) − 1) + d(v3) =
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a(a+ b) + b. Logo,

d(v3) = a(a + b− 1) + 1 = d(v2),

o que contradiz a desigualdade (4.14).

Dado w ∈ NT (v3)\{v4}, temos que se v ∈ NT (w)\{v3} então d(u) = 1 para todo

u ∈ NT (v)\{w}. Logo, d(w) = d(v2) para todo w ∈ NT (v3)\{v4}, concluindo a

afirmação.

Da Afirmação 4,

d2(v3) =
∑

u∈NT (v3)

d(u) =
∑

u∈NT (v3)\{v4}
d(u) + d(v4) = (d(v3)− 1)d(v2) + d(v4). (4.15)

Como d(v2) − a = a(a + b − 2) + 1 ≥ 1 e d2(v3) = ad(v3) + b segue, da equação

(4.15), que

d(v4) =
∑

u∈NT (v2)
d(u)− d(v2)(d(v3)− 1)

= ad(v3) + b− d(v2)d(v3) + d(v2)

= d(v3)(a− d(v2)) + b+ d(v2)

≤ −d(v3) + b+ d(v2) < 0,

o que contradiz d(v4) > 0, concluindo a demonstração da Afirmação 3.

Da Afirmação 3 e das equações (4.6) e (4.13) segue que d(v3) = a e d(v2) =

a2 + 1 − a. Pela Afirmação 2, todos os vizinhos de v2, com exceção de v3, são

vizinhos de folhas e, portanto, possuem grau a.

Agora, vamos analisar os vizinhos de v3. Se v ∈ NT (v3) − {v2} então

a · a =

(

∑

u∈NT (v3)−{v2} d(u)

)

+ a2 − a + 1, ou seja,
∑

u∈NT (v3)\{v2} d(u) = a − 1.

Como v3 é adjacente a exatamente a − 1 vértices distintos de v2 segue que o grau

de cada um desses vértices deve ser 1. Logo, T é a árvore harmônica Ta.

�

O próximo resultado explicita os valores de a e b para as árvores 2-cadeia (a, b)-

lineares.

Corolário 4.13 Seja T uma árvore 2-cadeia (a, b)-linear com n vértices.

(i) Se T é uma estrela então a = 0 e b = n− 1;

(ii) Se T é uma dupla-estrela balanceada então a = 1 e b = n−2
2
;

(iii) Se T é uma árvore harmônica Tℓ então a = ℓ e b = 0.
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DRESS e GUTMAN [43] mostraram que todo grafo 2-cadeia (0, b)-linear é bipar-

tido semirregular. Em [6], HOU e TIAN provaram que se G é 2-cadeia (0, b)-linear

e tem no mı́nimo um vértice pendente então G é uma estrela. Nesse mesmo artigo,

os autores também apresentaram os grafos Ck
n com n, k > 0 (Seção 2.1), como os

únicos grafos unićıclicos com exatamente dois autovalores principais. Porém, em [8],

HOU et al. mostraram que os resultados de [6] valiam apenas para grafos 2-cadeia

(a, b)-lineares tais que b ≥ 0. Portanto, os grafos Ck
n são os únicos grafos unićıclicos

2-cadeia (a, b)-lineares para b ≥ 0.

Os resultados de HOU e TIAN [6] foram usados em [7], [9] e [45] para deter-

minar os grafos unićıclicos, bićıclicos e trićıclicos com exatamente dois autovalores

principais. Porém, as listas dos grafos bićıclicos e trićıclicos estavam, na verdade, in-

completas. No teorema a seguir, HOU et al. [8] completa a lista dos grafos bićıclicos

2-cadeia (a, b)-lineares (b ≥ 0) apresentada em [7], com a inclusão dos grafos G10 e

G11 (ver Figura 4.4), que têm b < 0.

Teorema 4.14 Um grafo bićıclico com exatamente dois autovalores principais deve

ser um dos grafos apresentados na Figura 4.4.

Figura 4.4: Grafos bićıclicos 2-cadeia (a, b)-lineares

Os grafos trićıclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b ≥ 0 foram encontrados por SHI

[45]. Para o caso b < 0 os grafos trićıclicos 2-cadeia (a, b)-lineares foram determina-

dos por HOU et al. [8].

Teorema 4.15 (HOU et al. [8]) Um grafo trićıclico com exatamente dois auto-

valores principais deve ser um dos grafos indicados nas Figuras 4.5 e 4.6.

42



Figura 4.5: Grafos trićıclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b ≥ 0

Figura 4.6: Grafos trićıclicos 2-cadeia (a, b)-lineares com b < 0

Antes de finalizarmos este caṕıtulo, apresentamos resultados que caracterizam

duas famı́lias de grafos que possuem exatamente dois autovalores principais: os

grafos harmônicos não regulares e os grafos bipartidos semirregulares.

Se G é um grafo ℓ-harmônico então ℓ satisfaz a equação AdG = ℓdG, a qual pode

ser escrita como (A2 − ℓA) = 0. Vimos, na Seção 3.2, que os grafos regulares são

grafos harmônicos e neste caso, possuem um único autovalor principal. Por outro

lado, se G é um grafo ℓ-harmônico e não regular então A 6= 0 e (A− ℓI) 6= 0. A
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proposição a seguir caracteriza os grafos harmônicos e não regulares.

Proposição 4.16 (NIKIFOROV [46]) Se G é um grafo conexo não-trivial com

ı́ndice λ1 então G é harmônico e não regular se e somente se os autovalores princi-

pais de G são λ1 e 0.

Seja G um grafo conexo harmônico não regular com n vértices e m arestas.

Pelo Corolário 4.5, v1 = dG√
λ12m

e v2 =
dG−λ1√
nλ2

1−2mλ1

são autovetores normalizados

associados aos respectivos autovalores principais λ1 e 0 de G, os quais não são

ortogonais a .

As duplas estrelas balanceadas são exemplos de grafos bipartidos com exatamente

dois autovalores principais, onde λ1 é um autovalor principal e o seu simétrico −λ1

é não principal. Os próximos resultados caracterizam os grafos bipartidos semirre-

gulares como os únicos grafos cujo espectro principal é constitúıdo pelo ı́ndice do

grafo e o seu simétrico.

Proposição 4.17 (ROWLINSON [51]) Se os autovalores principais de G são λ

e −λ então G é um grafo bipartido e λ é o seu ı́ndice.

Proposição 4.18 (ROWLINSON [51]) Seja G um grafo conexo não trivial com

ı́ndice λ1. Um grafo G é bipartido semirregular se e somente se os únicos autovalores

principais de G são λ1 e −λ1.

Note ainda que dado um grafo conexo bipartido semirregular com ı́ndice λ1,

temos que v1 =
dG+λ1√

2λ1(2m+nλ1)
e v2 =

dG−λ1√
−2λ1(2m−nλ1)

são autovetores normalizados

não ortogonais a  associados aos respectivos autovalores principais λ1 e −λ1 de G.

Na Figura 4.7, apresentamos o grafo bipartido semirregular G com grau mı́nimo

2 e grau máximo 4.

G

Figura 4.7: Grafo bipartido semirregular

O espectro de G é formado pelos autovalores simples 2
√
2 e −2

√
2, pelo autovalor

0 com multiplicidade 3 e pelos autovalores
√
2 e −

√
2 ambos com multiplicidade

2. Pela Proposição 4.18 temos que os únicos autovalores principais de G são 2
√
2 e

−2
√
2, onde v1 = 1√

144+96
√
2
(dG + 2

√
2) e v2 = 1√

144−96
√
2
(dG − 2

√
2) são seus

respectivos autovetores não ortogonais a .
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Caṕıtulo 5

Autovalores principais de alguns

grafos e seus complementares

CARDOSO e PINHEIRO [10] se basearam em programação convexa quadrática

para apresentar novos limitantes superiores espectrais para a ordem dos subgra-

fos induzidos k-regulares de tamanho máximo. Eles também apresentaram alguns

experimentos computacionais que os levaram a propor as seguintes questões:

(Q1) verificar a existência de grafos G tais que G tenha um autovalor principal λ

que satisfaça a desigualdade −1 − λn(G) < λ < λ1(G);

(Q2) caracterizar os grafos conexos G de ordem n tais que −1−λn(G) é um autovalor

principal de G;

(Q3) caracterizar os grafos conexos para os quais o menor autovalor seja não prin-

cipal.

A questão (Q1) decorre diretamente do lema a seguir e na tentativa de resolver

as duas seguintes (Q2) e (Q3) obtivemos alguns resultados que estão aqui provados.

Aplicando as Desigualdades de Weyl(Teorema 2.7), o Lema 5.1 relaciona o menor

autovalor de um grafo G com o maior e o segundo maior autovalores de G.

Lema 5.1 (CVETKOVIĆ et al. [11]) Se G é um grafo de ordem n então

λ2(G) ≤ −1− λn(G) ≤ λ1(G).

Demonstração. Observando-se que A(G) + A(G) = A(Kn), segue da primeira

desigualdade do Teorema 2.7 que λn(G) + λ2(G) ≤ λ2(Kn). Como λ2(Kn) = −1

temos que

λ2(G) ≤ −1 − λn(G). (5.1)
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Por outro lado, da segunda desigualdade do Teorema 2.7 tem-se

λn(Kn) ≤ λn(G) + λ1(G). Como λn(Kn) = −1 segue que

−1 − λn(G) ≤ λ1(G). (5.2)

Das inequações (5.1) e (5.2), tem-se

λ2(G) ≤ −1 − λn(G) ≤ λ1(G).

�

O teorema a seguir responde (negativamente) a primeira questão em aberto (Q1).

Teorema 5.2 Se G é um grafo de ordem n então G não possui um autovalor λ tal

que −1 − λn(G) < λ < λ1(G).

Demonstração. Do Lema 5.1, tem-se λ2(G) ≤ −1− λn(G) ≤ λ1(G).

Se −1 − λn(G) for um autovalor de G então ou −1 − λn(G) = λ1(G), ou

−1 − λn(G) = λ2(G). Logo, G não possui um autovalor principal λ que satisfaça

−1− λn(G) < λ < λ1(G).

�

A partir de agora, nos propomos a investigar a segunda questão (Q2).

Dado λn(G) o menor autovalor de um grafo conexo G com n vértices, ini-

ciamos nossa investigação analisando quando −1 − λn(G) é um autovalor do

complementar de G. A partir do Lema 5.1 temos dois casos: (a) λ1(G) =

−1− λn(G) e (b) λ2(G) = −1− λn(G).

No caso (a), temos que −1 − λn(G) = λ1(G) é um autovalor principal de G

(Proposição 3.1). Além disso, o Teorema 3.5 garante que λn(G) é um autovalor não

principal, pois λn(G) = −1 − (−1 − λn(G)). Assim, em relação a igualdade (a),

estabelecemos o seguinte teorema.

Teorema 5.3 Seja G um grafo de ordem n. Tem-se: λ1(G) = −1 − λn(G) se e

somente se λn(G) é um autovalor não principal e λ1(G) possui multiplicidade maior

do que 1.

Demonstração. Se λ1(G) = −1− λn(G) então λn(G) é um autovalor não princi-

pal. Do Teorema 3.7, −1 − λn(G) tem um autovetor v1 tal que v1 ∈ EG(λn(G)) e

Tv1 = 0. Por outro lado, existe um autovetor v2 associado a λ1(G) tal que Tv2 6= 0

(Teorema 2.24). Do Teorema 3.9, EG(λn(G)) ⊂ EG(λ1(G)). Deste modo, v1 e v2 são

linearmente independentes em EG(λ1(G)), isto é, a multiplicidade de λ1(G) é maior

do que 1. Reciprocamente, se λn(G) é não principal então −1 − λn(G) ∈ Spec(G)
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(Teorema 3.7). Como a multiplicidade de λ1(G) é maior do que 1 segue, do Lema 5.1,

que λ1(G) = −1− λn(G).

�

Corolário 5.4 Seja G um grafo com n vértices. Se λ1(G) = −1 − λn(G) então G

é um grafo desconexo com pelo menos duas componentes que possuem λ1(G) como

autovalor.

Demonstração. De fato, do Teorema 5.3, λ1(G) possui multiplicidade maior do

que 1. Do Teorema 2.24, G é desconexo e, portanto, possui pelo menos duas com-

ponentes que têm λ1(G) como autovalor.

�

No Teorema 5.5, apresentamos uma condição necessária e suficiente para λ2(G) =

−1− λn(G) (caso (b)), quando λ2(G) < λ1(G).

Teorema 5.5 Seja G um grafo com n vértices. Tem-se: λ2(G) = −1 − λn(G) <

λ1(G) se e somente se λn(G) é um autovalor não principal de G ou um autovalor

principal de G com multiplicidade maior do que 1 e λ1(G) é simples

Demonstração. Do Teorema 3.7, λ2(G) = −1 − λn(G) implica em λn(G) ser ou

um autovalor não principal de G, ou um autovalor principal com multiplicidade

maior do que 1. Como λ2(G) < λ1(G) segue que o ı́ndice de G é simples. Reciproca-

mente, se λn(G) é um autovalor não principal de G ou um autovalor principal de G

com multiplicidade maior do que 1 então, do Teorema 3.7, −1− λn(G) ∈ Spec(G).

Como λ1(G) é simples segue, do Lema 5.1, que λ2(G) = −1− λn(G).

�

Do Lema 5.1 e dos Teoremas 5.3 e 5.5 podemos concluir que −1 − λn(G) é um

autovalor de G se e somente se λ2(G) = −1 − λn(G). O resultado a seguir é uma

consequência direta de tal fato.

Corolário 5.6 Seja G um grafo com n vértices. Tem-se: λ2(G) = −1−λn(G) se e

somente se λn(G) é ou um autovalor não principal de G ou um autovalor principal

de G com multiplicidade maior do que 1.

Demonstração. De fato, λ2(G) = −1− λn(G) se e somente se −1− λn(G) é um

autovalor de G. Do Teorema 3.7, λn(G) é ou um autovalor não principal de G, ou

um autovalor principal com multiplicidade maior do que 1.

�

O próximo resultado, outra contribuição nossa, caracteriza os grafos conexos bi-

partidos que satisfazem λ1(G) = −1−λn(G), ou seja, apresentamos uma subfamı́lia

dos grafos conexos bipartidos em que −1− λn(G) é um autovalor principal de G.
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Teorema 5.7 Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n. Tem-se que λ1(G) =

−1− λn(G) se e somente se G é um grafo bipartido completo e balanceado.

Demonstração. Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n.

Suponhamos que λ1(G) = −1−λn(G). Inicialmente, provamos que G é um grafo

bipartido completo.

Do Corolário 5.4, temos que G é um grafo desconexo que possui pelo menos

duas componentes tendo λ1(G) como autovalor. Como G é bipartido segue que G

possui exatamente duas componentes que são grafos completos e como λ1(G) possui

multiplicidade maior do que 1 temos que k = s.

Suponhamos que G um grafo bipartido completo e balanceado Ks,s. Neste caso,

G = Ks,s é um grafo desconexo com duas componentes que são grafos completos e

cada componente possui s vértices. Assim,

λn(G) = −
√
s · s = −s e λ1(G) = s− 1.

Logo, λ1(G) = −λn(G)− 1.

�

O corolário a seguir mostra que todo grafo de ordem n bipartido completo e

balanceado G possui −1− λn(G) como autovalor principal de G.

Corolário 5.8 Se G é um grafo bipartido completo e balanceado de ordem n então

−1− λn(G) é um autovalor principal de G.

Demonstração. De fato, λ1(G) = −1 − λn(G) e, portanto,−1 − λn(G) é um

autovalor principal de G.

�

No próximo teorema, apresentamos condições para que −1 − λn(G) seja um

autovalor não principal do complementar de um grafo G conexo de ordem n.

Teorema 5.9 Seja G um grafo conexo de ordem n tal que −1 − λn(G) = λ2(G) <

λ1(G).

(i) Se λn(G) é um autovalor não principal e possui a mesma multiplicidade de

λ2(G) então −1− λn(G) é um autovalor não principal de G.

(ii) Se λ2(G) é um autovalor simples então −1− λn(G) é um autovalor não prin-

cipal de G.

Demonstração. Seja G um grafo conexo de ordem n tal que −1 − λn(G) =

λ2(G) < λ1(G).
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(i) Suponhamos que λn(G) é um autovalor não principal e possui a mesma multi-

plicidade de λ2(G).

Seja v ∈ EG(λn(G)). Como A(G) = J − I −A(G) segue que

A(G)v = Jv − Iv −A(G)v

= Jv + (−1 − λn(G))v.

Visto que λn(G) é não principal temos que vT  = 0. E, portanto,

A(G)v = (−1 − λn(G))v. Logo, os autovetores de λn(G) são também autovetores

de λ2(G). Como λ2(G) possui a mesma multiplicidade de λn(G) temos que todos

os seus autovetores são também ortogonais a . Deste modo, λ2(G) = −1 − λn(G)

é um autovalor não principal de G.

(ii) Suponhamos que λ2(G) é um autovalor simples.

Do Teorema 3.7, como λ2(G) = −1 − λn(G) segue que existe um autovetor v

associado a λ2(G) tal que vT = 0. Como λ2(G) é simples segue que −1− λn(G) é

um autovalor não principal de G.

�

Note que o Teorema 5.9 também pode ser demonstrado utilizando o Teorema 3.9.

Na sequência, apresentamos os resultados que obtivemos durante a tentativa de

resolver a terceira questão em aberto (Q3): caracterizar os grafos conexos para os

quais o menor autovalor seja não principal.

Entre os exemplos de famı́lias de grafos com o menor autovalor não principal

temos os grafos conexos harmônicos, dentre os quais estão os grafos regulares (Seção

3.2). Note que os grafos regulares possuem o seu ı́ndice como o único autovalor

principal (Teorema 3.1), enquanto que os grafos conexos harmônicos e não regula-

res possuem exatamente dois autovalores principais: o seu ı́ndice e o autovalor 0

(Proposição 4.16).

O resultado a seguir nos dá uma condição necessária e suficiente para que o menor

autovalor de um grafo conexo seja não principal, quando tal autovalor é simples.

Teorema 5.10 Seja G um grafo conexo de ordem n tal que λn(G) é um autovalor

simples. Tem-se que λ2(G) = −1 − λn(G) se e somente se λn(G) é um autovalor

não principal.

Demonstração. Seja G um grafo conexo de ordem n cujo menor autovalor λn(G)

é um autovalor simples.

Suponhamos que λ2(G) = −1 − λn(G). Do Corolário 5.6, λn(G) é ou um au-

tovalor não principal de G, ou um autovalor principal com multiplicidade maior do

que 1. Como λn(G) é um autovalor simples segue que λn(G) é não principal.
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Por outro lado, se λn(G) é um autovalor não principal de G então, do Teo-

rema 3.7, −1− λn(G) é um autovalor de G.

�

Como o ı́ndice de um grafo conexo bipartido G é um autovalor simples e λn(G) =

−λ1(G) segue, do Teorema 2.19, que λn(G) também é um autovalor simples. O

corolário a seguir decorre de tal fato.

Corolário 5.11 Seja G um grafo conexo bipartido de ordem n. Então λ2(G) =

−1− λn(G) se e somente se λn(G) não é um autovalor principal.

Agora, analisaremos duas subfamı́lias de grafos bipartidos: os caminhos e as

árvores de diâmetro 3. Para provar que o menor autovalor de um caminho Pn é não

principal se e somente se n é um número par, precisamos reaver os lemas a seguir.

Lema 5.12 (DO CARMO et al. [53]) Sejam a, r reais e n um inteiro não ne-

gativo. Tem-se:
n
∑

i=0

sen(a+ ir) =
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a + nr + r
2

)

2sen
(

r
2

) .

Demonstração. Provaremos por indução sobre n ≥ 0 que

n
∑

i=0

sen(a+ ir) =
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a + nr + r
2

)

2sen
(

r
2

) . (5.3)

A equação (5.3) é verdadeira para n = 0. De fato,

cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a+ r
2

)

2sen
(

r
2

) =

−2sen

(

a− r
2
+ a + r

2

2

)

sen

(

a− r
2
− a− r

2

2

)

2sen
(

r
2

)

=
−2sen (a) sen

(−r
2

)

2sen
(

r
2

) = sen(a).

Suponhamos que a equação (5.3) é verdadeira para um inteiro não negativo n.

Escrevamos
∑n+1

i=0 sen(a+ir) =
∑n

i=0 sen(a+ir)+sen(a+(n+1)r). Por hipótese,

n+1
∑

i=0

sen(a+ ir) =
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a+ nr + r
2

)

2sen
(

r
2

) + sen(a+ (n+ 1)r)

=
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a+ nr + r
2

)

2sen
(

r
2

) +
2sen(a + (n+ 1)r)sen

(

r
2

)

2sen
(

r
2

) .

Como cos
(

a + (n+ 1)r + r
2

)

= cos (a+ (n+ 1)r) cos
(

r
2

)

−sen (a + (n+ 1)r) sen
(

r
2

)
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temos que

2sen(a + (n+ 1)r)sen
(r

2

)

= sen(a+ (n+ 1)r)sen
(r

2

)

+ cos (a + (n+ 1)r) cos
(r

2

)

− cos
(

a + (n+ 1)r +
r

2

)

= cos
(

a + (n+ 1)r − r

2

)

− cos
(

a+ (n + 1)r +
r

2

)

= cos
(

a + nr +
r

2

)

− cos
(

a + (n+ 1)r +
r

2

)

.

Logo,
∑n+1

i=0 sen(a + ir) =
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a + (n+ 1)r + r
2

)

2sen
(

r
2

) . Estabelecendo, as-

sim, o resultado para todo n inteiro não negativo.

�

Lema 5.13 (DO CARMO et al. [53]) Sejam x, a ∈ R. Tem-se cos(x) = cos(a)

se e somente se ou x = a + 2kπ para algum k ∈ Z, ou x = −a + 2kπ para algum

k ∈ Z.

Proposição 5.14 Seja αn o menor autovalor do caminho Pn. Então αn é um

autovalor não principal se e somente se n é um número par.

Demonstração. Suponhamos que αn é um autovalor não principal do caminho

Pn. Do Teorema 2.21, αn possui um autovetor dado por

w(n) =

(

sen

(

nπ

(n+ 1)

)

sen

(

2nπ

(n+ 1)

)

· · · sen

(

n2π

(n + 1)

) )T

.

Seja S =
∑n

i=0 sen
(

inπ
(n+1)

)

a soma das coordenadas do autovetor w(n). Do

Lema 5.12, se a = 0 e r =
nπ

n + 1
então

S =
cos
(

a− r
2

)

− cos
(

a+ nr + r
2

)

2sen
(

r
2

) =

cos

( −nπ

2(n+ 1)

)

− cos

(

n2π

(n + 1)
+

nπ

2(n+ 1)

)

2sen

(

nπ

2(n+ 1)

) .

Consequentemente, αn é não principal se e somente se

cos

( −nπ

2(n+ 1)

)

= cos

(

n2π

(n+ 1)
+

nπ

2(n+ 1)

)

.

Pelo Lema 5.13, resta-nos analisar os casos:
n2π

n + 1
+

nπ

2(n+ 1)
=

nπ

2(n+ 1)
+ 2kπ

para algum k ∈ Z, e
n2π

n + 1
+

nπ

2(n + 1)
=

−nπ

2(n + 1)
+ 2kπ para algum k ∈ Z
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1o caso:
n2π

n+ 1
+

nπ

2(n+ 1)
=

nπ

2(n+ 1)
+ 2kπ, k ∈ Z

Nas condições acima, 2n2π+nπ = nπ+2kπ(2(n+1)). Logo, 2n2 − 4k(n+1) = 0 e

n2 − 2kn− 2k = 0. (5.4)

As ráızes da equação (5.4) são k+
√

k(k + 2) e k−
√

k(k + 2) e estes serão números

inteiros se e só se k(k + 2) for um quadrado perfeito. Neste caso, k = 0 ou k = −2.

Como n > 0 segue que no 1o caso não possui solução.

2o caso:
n2π

n+ 1
+

nπ

2(n+ 1)
=

−nπ

2(n+ 1)
+ 2kπ, k ∈ Z

Neste caso, 2n2π + 2nπ − 2kπ2(n+ 1) = 0 e isto implica

n2 + n(1− 2k)− 2k = 0. (5.5)

Como as ráızes da equação (5.5) são n = 2k e n = −1 segue que n = 2k para algum

k ∈ Z, pois n > 0. Logo, αn é um autovalor não principal se e somente se n é um

número par.

�

Vale ressaltar que no Caṕıtulo 7 iremos determinar todos os autovalores princi-

pais dos caminhos. A proposição a seguir fornece uma condição necessária e sufici-

ente para que um autovalor seja não principal.

Proposição 5.15 Seja λ um autovalor não nulo de um grafo G. Tem-se que λ

é um autovalor não principal de G se e somente se dG é ortogonal ao autoespaço

EG(λ).

Demonstração. Como λ é um autovalor de G segue que para todo v ∈ EG(λ)
tem-se Av = λv o que implica em TAv = λTv. Visto que TA = dG temos

dTGv = λTv para todo v ∈ EG(λ).
Se λ é não principal segue que dTGv = 0. Reciprocamente, se dG é ortogonal ao

autoespaço EG(λ) então dTGv = 0 para todo v ∈ EG(λ). Logo, Tv = 0 para todo

v ∈ EG(λ), pois λ 6= 0 .

�

A Figura 5.1 ilustra uma árvore T com autovalores simples, cujos respectivos

simétricos não são todos principais.
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1 2 3 4 5

6 7 8

9

Figura 5.1: Árvore com o simétrico de um dos autovalores simples não principal e
com outro cujo simétrico é principal

Com efeito, o espectro de T é constitúıdo pelos autovalores simples

−
√
5,−

√
2,−1, 1,

√
2 e

√
5 e pelo autovalor zero que possui multiplici-

dade 3. Os respectivos simétricos dos autovalores simples 1 e −
√
5 têm

como respectivos autovetores v1 =
(

1 −1 0 0 0 −1 1 0 0
)T

e v2 =
(

1 1 2 2 2 −
√
5 −

√
5 −2

√
5 4

)T

. Sendo o vetor dos graus de T

dT =
(

1 1 1 1 1 2 2 4 3
)T

e dado que dTTv1 = 0 e dTTv2 = 20 − 12
√
5,

da Proposição 5.15, −1 é um autovalor não principal de T enquanto que −
√
5 é um

autovalor principal.

Daqui em diante, consideramos a árvore dupla estrela T (k, s), com k + s + 2

vértices, rotulada como mostra a Figura 5.2.

· · ·

· · ·

1

2

3 k + 2

k + 3 k + s+ 2

Figura 5.2: Dupla estrela T (k, s)

Nos Lemas 5.16 e 5.17, explicitamos o espectro de T (k, s) e os autovetores asso-

ciados aos seus autovalores não nulos.

Lema 5.16 O espectro da dupla estrela T (k, s) é constitúıdo por 0 com multiplici-

dade s+ k − 2 e pelos autovalores simples

λi =































































√

k + s+ 1 + 2
√
ks+

√

k + s+ 1− 2
√
ks

2
, se i = 1;

√

k + s+ 1 + 2
√
ks−

√

k + s+ 1− 2
√
ks

2
, se i = 2;

−
√

k + s+ 1 + 2
√
ks+

√

k + s+ 1− 2
√
ks

2
, se i = k + s+ 1;

−
√

k + s+ 1 + 2
√
ks−

√

k + s+ 1− 2
√
ks

2
, se i = k + s+ 2.
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Demonstração. De fato, por DEL VECCHIO et al. [54], o polinômio carac-

teŕıstico de T (k, s) é dado por p(x) = xs−1xk−1(x4 − x2(k + s+ 1) + ks).

�

Lema 5.17 Se λ 6= 0 é um autovalor simples de T (k, s) então λ possui um autovetor

v cuja i-ésima coordenada é dada por

vi =



































1, se i = 1;

λ− k

λ
, se i = 2;

1

λ
, se 3 ≤ i ≤ k + 2;

1− k

λ2
, se k + 3 ≤ i ≤ k + s+ 2.

Demonstração. Seja a dupla estrela T (k, s) com k+ s+2 vértices rotulada como

na Figura 5.2. e cuja matriz de adjacência é

A =



































0 1 1 · · · 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0 1 · · · 1

1 0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
... · · · ...

... · · · ...

1 0 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
... · · · ...

... · · · ...

0 1 0 · · · 0 0 · · · 0



































.

Como Av = λv então

Av =



































v2 + v3 + · · ·+ vk+2

v1 + vk+3 + · · ·+ vk+s+2

v1
...

v1

v2
...

v2



































=



































λv1

λv2

λv3
...

λvk+2

λvk+3

...

λvk+s+2



































.

Escrevendo as coordenadas do vetor v em função de sua primeira coordenada, v1,

obtém-se

• v3 = v4 = · · · = vk+2 =
v1
λ
;
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• v2 + v3 + · · ·+ vk+2 = λv1 =⇒ v2 + k
v1
λ

= λv1 =⇒ v2 = v1

(

λ− k

λ

)

;

• vk+3 = vk+4 = · · · = vk+s+2 =
v2
λ

= v1

(

1− k

λ2

)

.

Assim,

v =

(

v1 v1

(

λ− k

λ

)

v1
λ

· · · v1
λ

v1

(

1− k

λ2

)

· · · v1

(

1− k

λ2

) )T

.

Fazendo v1 = 1 tem-se o resultado.

�

Em nossos testes, consideramos as duplas estrelas com o número de vértices

variando de 4 a 18. Pudemos constatar que a quantidade dos autovalores principais

está relacionada com a condição do menor autovalor de tais árvores ser principal ou

não principal. Apresentamos a seguir dois lemas necessários para provar o teorema

que determina os autovalores principais das duplas estrelas.

Seja G = (V,E) um grafo conexo bipartido. Considere P2 = {V1, V2} uma

partição de V tal que |V1| = n1 e |V2| = n2. Assim, a matriz de adjacência de G

pode ser escrita como

A =

(

0n1×n1 Bn1×n2

BT
n2×n1

0n2×n2

)

,

onde Bn1×n2 é chamado bloco da partição de G.

Lema 5.18 Seja G um grafo bipartido de ordem n e seja p ∈ N. Se B = Bn1×n2 é

o bloco da partição de G então

A2p =























(BBT )p1

(BTB)p2























e A2p+1 =























B(BTB)p2

BT (BBT )p1























. (5.6)

Demonstração. Como A =























B2

BT 1























então A2 =























(BBT )1

(BTB)2























e A3 =
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A · A2 =























B(BTB)2

BT (BBT )1























.

Dado um número natural p, suponhamos que A2p =























(BBT )p1

(BTB)p2























e A2p+1 =























B(BTB)p2

BT (BBT )p1























. Desta forma, A2(p+1) = A · A2p =























(BBT )p+11

(BTB)p+12























e A2(p+1)+1 = A · A2(p+1) =























B(BTB)p+11

BT (BBT )p+12























.

Logo, pelo Prinćıpio de Indução valem as equações apresentadas em (5.6).

�

Lema 5.19 Seja a árvore dupla estrela T (k, s) de ordem n. Para todo p ∈ N, os

n-vetores coluna A2p
 e A2p+1 possuem no máximo 4 linhas distintas.

Demonstração. Seja a árvore dupla estrela T (k, s) de ordem n = k + s+ 2.

Considere P2 = {V1, V2} uma partição do conjunto de vértices de uma dupla

estrela T (k, s) tal que V1 = {1, 2, . . . , k + 1} e V1 = {k + 2, k + 3, . . . , k + s+ 2}.
O bloco da partição P2 é a matriz de ordem (k + 1)× (s+ 1) dada por

B =













1 1 · · · 1

1 0 · · · 0
...

... · · · ...

1 0 · · · 0













.
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Assim,

BBT =













s+ 1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

... · · · ...

1 1 · · · 1













e BTB =













k + 1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

... · · · ...

1 1 · · · 1













.

Do Lema 2.2, para todo p ∈ N temos que (BBT )p, (BTB)p,BT (BBT )p

e B(BTB)p possuem todas as linhas iguais com exceção da primeira linha.

Por conseguinte, do Lema 5.18, segue que cada bloco que compõe cada um dos n-

vetores coluna A2p e A2p+1 possui duas linhas distintas. Como cada um desses

vetores possui dois blocos temos que eles possuem no máximo quatro linhas distintas.

�

Teorema 5.20 Seja T uma dupla estrela de ordem n.

(i) Se T é balanceada então T possui dois autovalores principais: λ1 e λn−1;

(ii) Se T não é balanceada então T possui quatro autovalores principais: λ1, λ2,

λn−1 e λn.

Demonstração.

(i) Seja T = T (k, k) uma dupla estrela balanceada de ordem n = 2k + 2. Do

Lema 5.16, o espectro de T é constitúıdo por 0 com multiplicidade n − 4 e pelos

autovalores simples λ1 =
1+

√
1+4k
2

, λ2 =
−1+

√
1+4k

2
, λn−1 =

1−
√
1+4k
2

e λn = −1−
√
1+4k

2
.

Do Lema 5.17, se λ é um autovalor não nulo de T então

v =

(

1

(

λ− k

λ

)

1

λ
· · · 1

λ

(

1− k

λ2

)

· · ·
(

1− k

λ2

) )T

é um autovetor associado a λ. Como os autovalores não nulos de T são simples,

para verificar se tais autovalores são não principais, basta analisar quando vT = 0.

Temos

vT =
λ2 + (λ2 − k)λ+ λk + k(λ2 − k)

λ2
=

(λ2 + λ− k)(λ+ k)

λ2
.

Assim, vT = 0 se e somente se (λ2+λ−k)(λ+k) = 0. Como −k não é um autovalor

de T segue que os autovalores não nulos e não principais de T são λ2 =
−1+

√
1+4k

2
e

λn = −1−
√
1+4k

2
.

Como T (k, k) possui exatamente dois autovalores principais, pelo Teorema 4.12,

segue que λ1 e λn−1 são os autovalores principais de T .
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(ii) Seja T = T (k, s) um dupla estrela não balanceada de ordem n = k + s + 2

(k 6= s).

Para mostrar que T possui quatro autovalores principais, provamos que a sua

matriz cadeia W possui posto igual a 4. Iniciamos, mostrando que W possui no

máximo quatro linhas distintas.

Sejam i1 e i2 duas linhas de W tais que i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , k + 1}.
Na 1a coluna de W temos que i1 e i2 de W possuem as entradas iguais a 1. Na

2a coluna de W , se uma dentre as linhas i1 e i2 de W for a 1a linha de W segue pela

definição de B2 que as respectivas entradas de i1 e i2 são distintas. Caso contrário,

as entradas das linhas i1 e i2 na 2a coluna de W são iguais. Por fim, se escolhermos

qualquer outra coluna de W , do Lema 5.19, que se uma das linhas i1 e i2 for a 1a

linha de W então i1 e i2 possuem suas respectivas entradas distintas, caso contrário

tais entradas serão iguais. Logo, existem somente duas linhas distintas dentre as

k + 1 primeiras linhas de W : a 1a linha e as restantes que são iguais.

De modo análogo, mostra-se que da (k+2)a a (k+s+2)a linha existem exatamente

duas linhas distintas: a (k + 2)a linha e as restantes que são iguais. Deste modo,

rank(W ) ≤ 4. (5.7)

Agora, vamos mostrar que as colunas , A, A2 e A3 são linearmente indepen-

dentes. Se x1+ x2A+ x3A
2+ x4A

3 = 0 então

x1



































1

1
...

1

1

1
...

1



































+ x2



































s+ 1

1
...

1

k + 1

1
...

1



































+ x3



































s+ 1 + k

k + 1
...

k + 1

k + 1 + s

s+ 1
...

s+ 1



































+ x4



































s+ 1 + k + s(s+ 1)

k + 1 + s
...

k + 1 + s

k + 1 + s+ k(k + 1)

s+ 1 + k
...

s+ 1 + k



































=



































0

0
...

0

0

0
...

0



































,

o que nos dá o seguinte sistema linear homogêneo com 4 equações e 4 incógnitas:

S :























x1 + x2(s+ 1) + x3(s+ 1 + k) + x4(s+ 1 + k + s(s+ 1)) = 0

x1 + x2 + x3(1 + k) + x4(s+ 1 + k) = 0

x1 + x2(k + 1) + x3(s+ 1 + k) + x4(s+ 1 + k + k(k + 1)) = 0

x1 + x2 + x3(1 + s) + x4(s + 1 + k) = 0

O determinante da matriz dos coeficientes de S é

D = (k2 − ks)s(s+ 1) + k(k + 1)s2 − kk(k + 1)s.
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Assim, D 6= 0 quando k 6= s. Neste caso, rank(W )≥ 4. De (5.7), rank(W ) = 4.

Logo, T possui quatro autovalores principais.

Para determinar os quatro autovalores principais de T , vamos mostrar que 0 é

um autovalor não principal.

Da Proposição 2.28, cada par de vértices gêmeos e não adjacentes está relacio-

nado a um vetor de Faria, que é um autovetor associado ao autovalor 0. Fixe um

vértice i de grau 1 e considere os pares de vértices gêmeos não adjacentes i e j, onde

j tem grau 1 e possui o mesmo vizinho de i. Deste modo, obtemos s+ k− 2 vetores

de Faria linearmente independentes que são autovetores associados ao autovalor 0.

Como 0 possui multiplicidade k+ s−2, pelo Lema 5.16, segue que 0 é um autovalor

não principal de T . Logo, os autovalores principais de T são λ1, λ2, λn−1 e λn.

�

Como consequência imediata do Teorema 5.20, temos o seguinte resultado.

Corolário 5.21 Seja T (k, s) uma dupla estrela. O menor autovalor de T (k, s) é

não principal se e somente se k = s.

Uma generalização da operação junção, definida na Seção 2.1, foi primeiramente

introduzida em [55] sob a designação de composição generalizada e mais recen-

temente em [56] com a designação de H-junção (“H-join”) definida como segue:

dado um grafo H tal que V (H) = {1, 2, . . . , p}, considere uma famı́lia com p gra-

fos, F = {G1, G2, . . . , Gp}, onde, para j ∈ {1, 2, . . . , p}, cada grafo Gj tem or-

dem nj . Cada vértice j ∈ V (H) está associado ao grafo Gj ∈ F . A H-junção

de G1, G2, . . . , Gp é o grafo G = H [G1, G2, . . . , Gp] tal que V (G) =
⋃p

j=1 V (Gj)

e E(G) =
(

⋃p

j=1E(Gj)
)

∪
(

⋃

{r,s}∈E(H) {{u, v}; u ∈ V (Gr) e v ∈ V (Gs)}
)

. Para

exemplificar a operaçãoH-junção, considere o grafoH = P3, , onde V (H) = {1, 2, 3}
e E(H) = {{i, i + 1} | 1 ≤ i ≤ 2}, e os grafos G1 = K1, G2 = P2 e G3 = C3. A

H-junção de K1,P2 e C3 é o grafo H [K1,P2, C3], que está ilustrado na Figura 5.3.

1 2 3

P3

a

K1

b

c

P2

d

e

f

C3

a

b

c

d

e

f

H [K1,P2, C3]

Figura 5.3: A H-junção de K1,P2 e C3, onde H = P3
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Sejam k, s inteiros positivos. Considere o grafo H = P4, onde V (H) = {1, 2, 3, 4}
e E(H) = {{i, i + 1} | 1 ≤ i ≤ 3}. Sejam os grafos G1 = K1, G2 = Kk, G3 = Ks e

G4 = K1. Denotamos a H-junção de K1, Kk, Ks e K1 por Hk,s = H [K1, Kk, Ks, K1].

Ilustramos na figura a seguir os grafos H3,4 e H5,5.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

H3,4

12

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

H5,5

Figura 5.4: Grafos H3,4 e H5,5

Teorema 5.22 Dados k, s inteiros positivos, considere os grafos Hk,s =

H [K1, Kk, Ks, K1], onde H = P4.

(i) Se k = s então Hk,s possui dois autovalores principais;

(ii) Se k 6= s então Hk,s possui quatro autovalores principais.

Demonstração. Para k, s inteiros positivos e H = P4, o grafo Hk,s =

H [K1, Kk, Ks, K1] é o complementar da dupla estrela T (k, s). Com efeito, Hk,s

possui o mesmo conjunto de vértices de T (k, s) e o seu conjunto de arestas é

E =

(

4
⋃

j=1

E(Gj)

)

∪





⋃

{i,j}∈E(H)

{{u, v}; u ∈ V (Gi) e v ∈ V (Gj)}



 ,

que é igual ao conjunto {{i, j} | i+ 2 ≤ j ≤ n, onde i ∈ {1, 2, . . . , n− 2}}, o qual é

o conjunto de arestas de T (k, s). Pela Proposição 3.4, as duplas estrelas e os grafos

Hk,s possuem o mesmo número de autovalores principais. Logo, o resultado segue

do Teorema 5.20.

�
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Observe que os grafosH3,4 eH5,5, dados na Figura 5.4, são os complementares das

respectivas duplas estrelas T (3, 4) e T (5, 5), que estão apresentadas na Figura 5.5.

1 2

3 4 5 6 7 8 9

T (3, 4)

1 2

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T (5, 5)

Figura 5.5: Duplas estrelas T (3, 4) e T (5, 5)
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Caṕıtulo 6

Partições equilibradas e

autovalores principais

Neste caṕıtulo utilizamos as partições equilibradas para determinar uma cota su-

perior para o conjunto dos autovalores principais de um grafo. Definimos os grafos

foguete e mostramos que estes grafos possuem exatamente três autovalores princi-

pais. Por fim, apresentamos uma condição para que um grafo com uma partição

equilibrada de três células possua dois autovalores principais.

Seja V o conjunto de vértices de um grafo G. Uma partição equilibrada de

G é uma partição de V com r células πr(G) = {V1, V2, . . . , Vr} tal que, para

i ∈ {1, 2, . . . , r}, a célula Vi possui ni vértices e dados i, j ∈ {1, 2, . . . , r} distin-

tos temos que

(i) o subgrafo induzido 〈Vi〉 é um grafo regular;

(ii) os vértices de Vi possuem o mesmo número de vizinhos em Vj .

Denotamos por dii o grau do subgrafo induzido regular 〈Vi〉 e para

i, j ∈ {1, 2, . . . , r} distintos, denotamos por dij o número de vizinhos que cada

vértice da célula Vi possui em Vj . Se não houver dúvida, denotamos a partição

equilibrada de G com r células por πr.

Para o grafo da Figura 6.1, apresentamos uma partição equilibrada com três

células: π3 = {V1, V2, V3}, onde V1 = {6}, V2 = {5, 7} e V3 = {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}.

1
2
3
4

5 6 7

8
9
10
11

Figura 6.1: Partição equilibrada π3
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Com efeito, para todo i ∈ {1, 2, 3} temos que o subgrafo induzido 〈Vi〉 é um grafo

vazio, logo dii = 0. O vértice 6 da célula V1 possui 2 vizinhos em V2 (vértices 5 e 7)

e não possui vizinhos em V3. Portanto, d12 = 2 e d13 = 0. Cada vértice de V2 possui

1 vizinho em V1 e 4 vizinhos em V3. Logo, d21 = 1 e d23 = 4. Por fim, cada vértice

de V3 possui 1 vizinho em V2 e não tem vizinho em V1. Assim, d32 = 1 e d31 = 0.

A proposição a seguir estabelece que o grau dos vértices de Vi é igual a soma dos

números de seus vizinhos em todas as células da partição.

Proposição 6.1 (SCHWENK [55]) Seja G um grafo com uma partição equili-

brada πr = {V1, V2, . . . , Vr}. Dado i ∈ {1, 2, . . . , r}, os vértices da célula Vi possuem

grau dii +

r
∑

t=1
t 6=i

dit.

Neste caṕıtulo serão utilizados os multigrafos orientados definidos no Caṕıtulo 2.

Seja πr = {V1, V2, . . . , Vr} uma partição equilibrada de um grafo G. Definimos a

matriz quadrada Mπr
= (mij) de ordem r cuja entrada mij é igual ao número de

vizinhos que os vértices da célula Vi possuem na célula Vj, isto é, mij = dij como

a matriz quociente de πr. O multigrafo orientado tal que Mπr
é sua matriz de

adjacência é chamado grafo quociente ou divisor de G. Este será denotado por

G/πr.

Por exemplo, o grafo G da Figura 6.1 possui a partição equilibrada π3 =

{V1, V2, V3} com V1 = {6}, V2 = {5, 7} e V3 = {1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11}. Como d11 = 0,

d12 = 2, d13 = 0, d21 = 1, d22 = 0, d23 = 4, d31 = 0, d32 = 1 e d33 = 0, a matriz

quociente de π3 é

Mπ3 =







0 2 0

1 0 4

0 1 0






.

Da Proposição 2.1, o grafo quociente de G, explicitado na Figura 6.2, é o multigrafo

orientado cujo conjunto de vértices é V ′ = {V1, V2, V3} e a quantidade de arcos que

partem de um vértice i a um vértice j é igual a entrada (i, j) de Mπ3.

V1 V2 V3

Figura 6.2: Grafo quociente G/π3

O próximo teorema afirma que o espectro do grafo quociente de G está contido

no espectro do grafo G.
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Teorema 6.2 (FINCK e SACHS [57]) Se πr é uma partição equilibrada de um

grafo G então o polinômio caracteŕıstico da matriz de adjacência do grafo quociente

G/πr divide o polinômio caracteŕıstico de G.

Todo grafo G possui pelo menos a partição equilibrada, aquela cujas células são

subconjuntos unitários de vértices disjuntos dois a dois. Chamamos tal partição

de partição equilibrada simples. Existem grafos que possuem mais de uma partição

equilibrada e, consequentemente, mais de um grafo divisor, por exemplo, o grafo da

Figura 6.1, além de possuir a partição equilibrada simples, possui outra denotada

por π3.

Teorema 6.3 (CVETKOVIĆ [3]) Todo autovalor principal de G é autovalor de

qualquer grafo quociente de G.

A seguir registramos as matrizes de adjacência de G e de G/π3 para o grafo G

dado na Figura 6.1 e para o grafo G/π3 na Figura 6.2,

A(G)=

















































0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

















































e A(G/π3) =







0 2 0

1 0 4

0 1 0






.

Observe que A(G/π3) = Mπ3 e o espectro de G é constitúıdo pelos autova-

lores simples −2, 2,−
√
6,
√
6 e pelo autovalor 0 com multiplicidade 7. Por sua

vez, os autovalores principais de G pertencem ao espectro do grafo quociente:

MainSpec(G) = {−
√
6, 0,

√
6} = Spec(G/π3).

No Caṕıtulo 5, determinamos a quantidade de autovalores principais das duplas

estrelas utilizando suas respectivas matrizes cadeias. Note que também podemos uti-

lizar as partições equilibradas para determinar os autovalores principais das duplas

estrelas balanceadas e encontrar uma cota superior para o número de autovalores

principais das duplas estrelas não balanceadas. É o que fazemos a seguir, como

exemplo de aplicação do Teorema 6.3.
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Como antes, consideramos as duplas estrelas T (k, s) rotuladas como na Fi-

gura 6.3, nos casos k = s e k 6= s.

· · · · · ·

1 2

3 s+ 2 s+ 3 2s+ 2

T (s, s)

· · · · · ·

1 2

3 k + 2 k + 3 k + s+ 2

T (k, s)

Figura 6.3: Duplas estrelas

No caso k = s, temos que π2 = {V1, V2}, onde V1 = {1, 2} e V2 = {3, 4, . . . , 2s+2}, é
uma partição equilibrada da dupla estrela balanceada T (s, s). Com efeito, o subgrafo

induzido 〈V1〉 é um grafo regular de grau 1 e 〈V2〉 é um grafo vazio. Os vértices de

V1 possuem s vizinhos em V2, enquanto que os vértices de V2 possuem um único

vizinho em V1. Assim, a matriz quociente de π2 é dada por

Mπ2 =

(

1 s

1 0

)

.

Do Teorema 6.3, temos que T (s, s) possui no máximo dois autovalores princi-

pais. Como não é um grafo regular segue que o espectro de Mπ2 é exatamente

o espectro principal da dupla estrela balanceada, ou seja, MainSpec(T (s, s)) =
{

1+
√
1+4s
2

, 1−
√
1+4s
2

}

.

No outro caso, considere a dupla estrela não balanceada T (k, s) rotulada como

na Figura 6.3. Tal árvore possui a partição equilibrada π4 = {V1, V2, V3, V4}, onde
V1 = {1}, V2 = {2}, V3 = {3, 4, . . . , k+2} e V4 = {k+3, k+4, . . . , k+s+2}. De fato,

os subgrafos induzidos 〈Vi〉 são grafos vazios para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}. O vértice de

V1 possui 1 vizinho em V2, k vizinhos em V3 e 0 vizinhos em V4; o vértice de V2 possui

1 vizinho em V1, 0 vizinho em V3 e s vizinhos em V4; os vértices de V3 possuem 1

vizinho em V1 e 0 vizinho em V3 e V4, e os vértices de V4 possuem 1 vizinho em V2 e

0 vizinho em V1 e V3. O Teorema 6.3 garante que a dupla estrela T (k, s) possui no

máximo quatro autovalores principais. Lembramos que no Caṕıtulo 5 mostramos

que eram exatamente quatro os autovalores principais de T (k, s) e os exibimos.

Outro resultado obtido no final do caṕıtulo anterior, o Corolário 5.22, que fornece

a quantidade de autovalores principais dos grafos Hk,s = H [K1, Kk, Ks, K1], onde

H = P4, que são os complementares das duplas estrelas T (k, s). Utilizando as

partições equilibradas e suas respectivas matrizes quocientes podemos determinar

os autovalores principais de tais grafos.

Dada uma dupla estrela balanceada T (s, s), considere o grafoHs,s, como exemplo

temos H(5, 5) na Figura 5.5. A partição equilibrada π2 = {V1, V2}, onde V1 = {1, 2}
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e V2 = {3, 4, . . . , 2s + 2}, dada acima para a dupla estrela balanceada também é

uma partição equilibrada para Hs,s, dado na Figura 6.4.

...
...

2 1

3

s+ 2

s+ 3

2s+ 2

K2s

Figura 6.4: Hs,s

Com efeito, o subgrafo induzido 〈V1〉 é um grafo vazio e 〈V2〉 é um grafo regular

de grau 2s−1. Os vértices de V1 possuem s vizinhos em V2, enquanto que os vértices

de V2 possuem um único vizinho em V1. Assim, a matriz quociente de π2 é

Mπ2 =

(

0 s

1 2s− 1

)

.

Do Corolário 5.22, Hs,s possui exatamente dois autovalores principais. Do Teo-

rema 6.3, MainSpec(Hs,s) = σ(Mπ2). Portanto, −
√
4s2+1−2s+1

2
e

√
4s2+1+2s−1

2
são os

autovalores principais de Hs,s.

Agora, considere o grafo Hk,s para k 6= s (ver Figura 6.3). Temos que a partição

equilibrada π4 = {V1, V2, V3, V4}, onde V1 = {1}, V2 = {2}, V3 = {3, 4, . . . , k + 2}
e V4 = {k + 3, k + 4, . . . , k + s + 2} dada anteriormente para a dupla estrela não

balanceada também é uma partição equilibrada para Hk,s. De fato, os subgrafos

induzidos 〈V1〉 e 〈V1〉 são grafos vazios, 〈V3〉 é um grafo regular de grau k− 1 e 〈V4〉
é um grafo regular de grau s − 1. O vértice de V1 não possui vizinhos em V2 e V3

enquanto possui s vizinhos em V4; o vértice de V2 não possui vizinhos em V1 e V4,

mas possui k vizinhos em V3; os vértices de V3 possuem 1 vizinho em V2, s vizinhos

em V4 e 0 vizinhos em V1. Finalmente, os vértices de V4 possuem apenas 1 vizinho

em V1, não possuem vizinhos em V2 e k vizinhos em V3. Logo, a matriz quociente

de π4 é

Mπ2 =













0 0 0 s

0 0 k 0

0 1 k − 1 s

1 0 k s− 1













.

Do Corolário 5.22, Hk,s possui exatamente quatro autovalores principais. Logo,

do Teorema 6.3, os autovalores principais de Hk,s são as ráızes do polinômio carac-

teŕıstico de Mπ2, p(x) = x4+(−s−k+2)x3+(−2s−2k+1)x2+((2k−1)s−k)x+ks.

66



Um grafo foguete, Fk,r,p, é formado por um grafo r-regular (r > 0) possuindo

k > 1 vértices de modo que cada um dos seus vértices é ligado ao vértice central da

estrela K1,p. O grafo foguete F5,4,3 aparece na Figura 6.5. Este é formado por K5

em que cada um dos seus vértices é ligado ao vértice central da estrela K1,3.

Figura 6.5: Grafo foguete F5,4,3

Lema 6.4 A partição π = {V1, V2, V3} do grafo foguete Fk,r,p em que V1 é a célula

constitúıda pelos k · p vértices pendentes de Fk,r,p, a célula V2 é formada pelos k

vértices centrais das estrelas e V3 é composta pelos k vértices do grafo r-regular é

uma partição equilibrada.

Demonstração. Seja Fk,r,p um grafo foguete. Considere a partição {V1, V2, V3} de

Fk,r,p tal que a célula V1 é constitúıda pelos vértices pendentes, V2 é formada pelos

vértices centrais das estrelas K1,p e a célula V3 é composta pelos vértices do grafo

r-regular.

Em primeiro lugar devemos verificar se o subgrafo induzido por cada uma das

células da partição é um grafo regular. De fato, 〈V1〉, 〈V2〉 são grafos vazios e 〈V3〉 é
o grafo r-regular com k vértices.

Agora, mostraremos que os vértices de uma dada célula possuem o mesmo

número de vizinhos em cada uma das outras células. Com efeito, cada vértice de

V1 possui um vizinho em V2 e não possui vizinho em V3. Cada vértice de V2 possui

p vizinhos em V1 e um vizinho em V3 e, por fim, cada um dos vértices de V3 possui

um vizinho em V2 e não possui vizinho em V1.

�

Teorema 6.5 Todo grafo foguete possui três autovalores principais.

Demonstração. Seja Fk,r,p um grafo foguete com a partição equilibrada π =

{V1, V2, V3} descrita no Lema 6.4.

Sejam x, y e z vértices em V1, V2 e V3, respectivamente. Tem-se que d(x) = 1,

d(y) = p+ 1 e d(z) = r + 1.

67



Como o grafo quociente Fk,r,p/π possui 3 vértices, segue-se do Teorema 6.3 que

Fk,r,p tem no máximo três autovalores principais. Visto que Fk,r,p não é regular, do

Teorema 3.2, Fk,r,p possui dois ou três autovalores principais.

Suponhamos, por absurdo, que Fk,r,p possui dois autovalores principais. Do

Teorema 4.8, existem a e b racionais tais que Fk,r,p é um grafo 2-cadeia (a, b)-linear.

Ainda temos, da Proposição 4.9, que a e b são inteiros. Assim, d2(u) = ad(u) + b

para todo vértice u de Fk,r,p e temos,

d2(x) = a + b, d2(y) = a(p + 1) + b e d2(z) = a(r + 1) + b. (6.1)

Do Lema 2.29, d2(u) =
∑

j∈NG(u) d(j) para todo u ∈ V (G). Portanto,

d2(x) = p+ 1, d2(y) = p+ (r + 1) e d2(z) = (p+ 1) + r(r + 1). (6.2)

De (6.1) e (6.2), segue-se que

a+ b = p+ 1. (6.3)

Logo,

a(p+ 1) + b = p+ r + 1 e a(r + 1) + b = (p + 1) + r(r + 1). (6.4)

De (6.3), a = p + 1 − b. Substituindo em (6.4), chegamos a b = b(p + 1) + p +

r + 1− (p+ 1)2. Consequentemente, como p 6= 0 tem-se

b =
p2 − r + p

p
. (6.5)

Substituindo (6.5) em (6.3) obtemos

a =
p(p+ 1)− (p+ 1)2 + p+ r + 1

p
.

Sendo (p+ 1)2 = p(p+ 1) + p+ 1, segue-se

a =
r

p
. (6.6)

Aplicando (6.5) e (6.6) a (6.4) chegamos a r(r+1)+p2 − r + p = p(p+1)+pr(r+1).

Assim, r(r+1)+p(p+1)−r = p(p+1)+pr(r+1). Portanto, r2 = pr(r+1). Como

r 6= 0, temos que p = r
r+1

< 1. Isto contraria a definição do grafo Fk,r,p. Logo, Fk,r,p

possui três autovalores principais.

�

Note que se G é um grafo com s autovalores principais então qualquer partição

equilibrada de G possui pelo menos s células (Teorema 6.2). Foi conjecturado em

1979 por HARARY e SCHWENK [58] que sempre existe uma partição equilibrada
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cuja quantidade de células é exatamente o número de autovalores principais do grafo,

os grafos foguete são exemplos de grafos com três autovalores principais que possuem

uma partição equilibrada com três células. Mas, isso não é sempre verdade. Além

do contraexemplo fornecido em 1982 por POWERS e SULAIMAN [59], citamos

as árvores harmônicas Tℓ que são grafos com exatamente dois autovalores princi-

pais (Proposição 4.16). Estas árvores não possuem partições equilibradas com duas

células, visto que os vértices de uma mesma célula possuem o mesmo grau, teŕıamos

que os vértices das árvores Tℓ possuiriam somente dois graus distintos. Porém, tais

árvores possuem partições equilibradas com três células. Por exemplo, a partição

{V1, V2, V3} tal que V1 é formado pelas (ℓ2 − ℓ + 1)(ℓ − 1) folhas, V2 é constitúıdo

pelos vértices centrais das ℓ2− ℓ+1 estrelas K1,ℓ−1 e V3 é um conjunto unitário cujo

vértice é vizinho aos vértices centrais das estrelas é uma partição equilibrada de Tℓ.

De fato, os subgrafos induzidos 〈V1〉, 〈V2〉 e 〈V3〉 são grafos vazios. Os vértices da

célula V1 possuem um único vizinho que está na célula V2 e os vértices de V2 possuem

ℓ− 1 vizinhos em V1 e um só vizinho em V3. Por fim, o vértice da célula V3 possui

exatamente ℓ2 − ℓ+ 1 vizinhos que estão em V2.

Revendo a notação d2(i) =
∑

j∈NG(i) d(j) com i ∈ V (G) (Lema 2.29), apresen-

tamos no teorema a seguir uma condição necessária e suficiente para que os grafos

que possuem uma partição equilibrada com três células tenham exatamente dois

autovalores principais.

Teorema 6.6 Seja G um grafo não regular com partição equilibrada π3 =

{V1, V2, V3} tal que os vértices de duas das células, digamos V1 e V2, possuam graus

distintos. Sejam x, y e z vértices quaisquer em V1, V2 e V3, respectivamente. Tem-se

que G possui exatamente dois autovalores principais se e somente se

d2(z) =
d2(x)(d(y) − d(z)) + d2(y)(d(z) − d(x))

d(y)− d(x)
.

Demonstração. Seja G um grafo não regular com uma partição equilibrada

π3 = {V1, V2, V3}.
Sejam x, y e z vértices em V1, V2 e V3, respectivamente.

Do Teorema 4.8, G possui exatamente dois autovalores principais se e somente

se existem inteiros a e b únicos tais que d2(u) = ad(u) + b para todo u ∈ V (G).

Assim,

d2(x) = ad(x) + b, d2(y) = ad(y) + b e d2(z) = ad(z) + b. (6.7)

Da primeira equação em (6.7), temos que

b = d2(x)− ad(x). (6.8)

Substituindo (6.8) na segunda equação de (6.7), chegamos a d2(y) = ad(y)+d2(x)−
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ad(x), o que implica em d2(y)+d2(x) = a(d(y)−d(x)). Como os vértices das células

V1 e V2 possuem graus distintos segue que d(y) 6= d(x). Deste modo,

a =
d2(y)− d2(x)

d(y)− d(x)
. (6.9)

Substituindo (6.9) em (6.8), obtemos:

b = d2(x)−
(

d2(y)− d2(x)

d(y)− d(x)

)

d(x)

=
d2(x)(d(y)− d(x))− d(x)d2(y) + d(x)d2(x))

d(y)− d(x)
.

Logo,

b =
d(y)d2(x)− d(x)d2(y)

d(y)− d(x)
. (6.10)

Substituindo (6.9) e (6.10) em (6.7), chegamos a

d2(z) =

(

d2(y)− d2(x)

d(y)− d(x)

)

d(z) +
d(y)d2(x)− d(x)d2(y)

d(y)− d(x)
que equivale a

d2(z) =
d2(x)(d(y)− d(z)) + d2(y)(d(z)− d(x))

d(y)− d(x)
.

�

Observação: É bom esclarecer que o Teorema 6.5 pode ser obtido como uma

aplicação do Teorema 6.6. Com efeito, seja Fk,r,p um grafo foguete com a partição

equilibrada π = {V1, V2, V3} como dada no Lema 6.4.

Sejam x, y e z vértices em V1, V2 e V3, respectivamente. Assim, d(x) = 1, d(y) =

p + 1 e d(z) = r + 1. Do Lema 2.29, d2(x) = p + 1, d2(y) = p + r + 1 e d2(z) =

p+ 1 + r(r + 1).

Suponhamos que Fk,r,p possua dois autovalores principais. Do Teorema 6.6,

p+ 1 + r(r + 1) =
(p+ 1)(p− r) + (p+ r + 1)r

p
.

Então, p(p+1)+pr(r+1) = (p+1)p−(p+1)r+(p+1)r+r2. Assim, pr(r+1) = r2.

Como r 6= 0 temos que p = r
r+1

< 1, o que é uma contradição. Logo, Fk,r,p possui

três autovalores principais.
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Caṕıtulo 7

Espectro principal de certas

famı́lias de árvores

Neste caṕıtulo, determinamos os autovalores principais dos caminhos e apresen-

tamos alguns resultados envolvendo as árvores de Bethe generalizadas. Por fim,

determinamos a quantidade de autovalores principais de uma subfamı́lia das árvores

de Bethe generalizadas, as árvores completas quase-regulares, e apresentamos o seu

polinômio caracteŕıstico principal.

7.1 Caminho

Nesta seção, vamos determinar os autovalores principais do caminho Pn e cons-

tatamos que a ordem do seu espectro principal depende da paridade de n. Na figura

a seguir, apresentamos o caminho P6 que contém dois vértices centrais: 3 e 4, e o

caminho P7 que tem um único vértice central, 4.

1

2

3 4

5

6

P6

1

2

3

4

5

6

7

P7

Figura 7.1: P6 e P7

No Teorema 7.1 caracterizamos os autovalores principais dos caminhos.

Teorema 7.1 Seja Pn o caminho com n vértices e seja j ∈ {1, 2, . . . , n}. O auto-

valor αj = 2 cos
(

jπ

n+1

)

de Pn é principal se e somente se j é ı́mpar.
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Demonstração. Pela Proposição 2.21, o vetor w(j) = (wi), cujas coordenadas são

dadas por wi = sen(iδj), é um autovetor do autovalor αj = 2 cos(δj) de Pn para todo

j ∈ {1, 2, . . . , n}, onde δj =
jπ

n+ 1
. Assim,

n
∑

i=1

wi =

n
∑

i=1

sen(iδj). Como sen(0) = 0

segue que
n
∑

i=1

wi =
n
∑

i=0

sen(iδj).

Pelo Lema 5.12, fazendo a = 0 e r = δj =
jπ

n+ 1
temos que

n
∑

i=1

wi =

cos

( −jπ

2(n+ 1)

)

− cos

(

njπ

n + 1
+

jπ

2(n+ 1)

)

2sen

(

jπ

2(n+ 1)

) .

Como 1 ≤ j ≤ n temos que sen

(

jπ

2(n+ 1)

)

6= 0 e como a função cosseno é uma

função par segue que

n
∑

i=1

wi = 0 ⇐⇒ cos

(

jπ

2(n+ 1)

)

= cos

(

njπ

n + 1
+

jπ

2(n+ 1)

)

. (7.1)

Do Lema 5.13 e da equação (7.1),
∑n

i=1wi = 0 se e somente se para algum k ∈ Z,

ou njπ

n+1
+ jπ

2(n+1)
= jπ

2(n+1)
+ 2kπ, ou njπ

n+1
+ jπ

2(n+1)
= −jπ

2(n+1)
+ 2kπ. Vamos analisar os

casos posśıveis.

1o caso: Existe k ∈ Z tal que
njπ

n + 1
+

jπ

2(n + 1)
=

jπ

2(n+ 1)
+ 2kπ.

Neste caso,

njπ

n + 1
+

jπ

2(n + 1)
=

jπ

2(n + 1)
+ 2kπ ⇐⇒ jn

n+ 1
= 2k.

Dado que
n

n + 1
< 1, tem-se

jn

n + 1
< j ≤ n, ou seja,

2k < j ≤ n. (7.2)

Por outro lado,

jn

n+ 1
= 2k ⇐⇒ n(j − 2k) = 2k ⇐⇒ n =

2k

j − 2k
. (7.3)

Da inequação (7.2),
2k

j − 2k
<

j

j − 2k
≤ n

j − 2k
. Assim, da equação (7.3),
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n <
n

j − 2k
, isto é, j < 1 + 2k. De (7.2), temos:

2k < j < 2k + 1,

o que contradiz o fato de j ser um número inteiro. Logo, tal caso não é posśıvel.

2o caso: Existe k ∈ Z tal que
njπ

n + 1
+

jπ

2(n + 1)
=

−jπ

2(n+ 1)
+ 2kπ.

Temos agora que

jnπ

n+ 1
+

jπ

2(n+ 1)
=

−jπ

2(n+ 1)
+ 2kπ ⇐⇒ 2jn + j

2(n+ 1)
=

−j + 2k(2(n+ 1))

2(n+ 1)

⇐⇒ 2j(n+ 1) = 4k(n+ 1)

⇐⇒ j = 2k.

Deste modo,
∑n

i=1wi 6= 0 se e somente se j ∈ {1, 2, . . . , n} é um número ı́mpar.

�

Note que a Proposição 5.14 decorre do Teorema 7.1. De fato, do Teorema 7.1

temos que o menor autovalor de Pn é não principal se e somente se n é par. No

corolário a seguir, determinamos a quantidade de autovalores principais que um

caminho possui.

Corolário 7.2 Seja Pn o caminho com n vértices. Se n é par então Pn possui

exatamente n/2 autovalores principais e, se n é ı́mpar, então Pn possui exatamente

(n+ 1)/2 autovalores principais.

Demonstração. Pelo Teorema 7.1, os autovalores principais de Pn são αj =

2 cos
(

jπ

n+1

)

para j ı́mpar. Deste modo, Pn possui n/2 autovalores principais, quando

n é par. No caso em que n é ı́mpar, Pn possui (n + 1)/2 autovalores principais.

�

Seja o grafo In com n vértices rotulado de 1 a n. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
{i, j + 2} é uma aresta quando j ∈ {i, i+ 1, . . . , n− 2}. O grafo In tem exatamente

estas arestas. Este grafo é o complementar do caminho Pn, ou seja, In = Pn. Note

que tal grafo possui n − 2 vértices de grau n − 3 e dois vértices de grau n − 2. A

Figura 7.2 exibe os grafos I6 e I7.
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Figura 7.2: I6 e I7

Pela Proposição 3.4, os caminhos e seus grafos complementares possuem o mesmo

número de autovalores principais. Imediatamente, temos o seguinte resultado.

Corolário 7.3 Os grafos In possuem exatamente n/2 autovalores principais, se n

é par, e têm exatamente (n + 1)/2 autovalores principais, se n é ı́mpar.

Na próxima seção, trabalhamos com as árvores de Bethe generalizadas e apresen-

tamos nossas contribuições para esta famı́lia com relação aos autovalores principais.

7.2 Árvores de Bethe Generalizadas

Uma árvore de Bethe Bd,k é uma árvore enraizada com k ńıveis cuja raiz está

no ńıvel 1 e tem grau d, os vértices dos ńıveis de 2 a k − 1 possuem os graus iguais

a d + 1 e os vértices do ńıvel k tem grau 1. Uma árvore de Bethe generalizada

com k ńıveis é uma árvore enraizada na qual os vértices no mesmo ńıvel têm o

mesmo grau (mas podem ter graus distintos em ńıveis diferentes). Adotando aqui

as mesmas notações de [60], para m ∈ {1, 2, . . . , k} representamos por dk−m+1 o

grau dos vértices do ńıvel m e o número de vértices neste ńıvel por nk−m+1. Assim,

nk−m = nk−m+1(dk−m+1 − 1) para todo m ∈ {2, 3, . . . , k− 1}. Além disso, o grau de

cada vértice do ńıvel k é dado por d1 = 1 enquanto que no ńıvel 1, temos somente

a raiz que possui grau dk. Tal árvore será denotada por B(dk ,dk−1,...,d2), quando não

houver dúvidas sobre a notação será simplesmente denotada por Bk. Para maiores

detalhes sugerimos [60], [61] e [62], assim como [63], [64], [65], [66] e [67].

Note que toda árvore de Bethe é uma árvore de Bethe generalizada quando

d2 = d3 = · · · = dk−1 = d+1, onde d = dk é o grau da raiz da árvore de Bethe. Nesta

seção, iniciamos com a apresentação dos resultados conhecidos sobre tais árvores,

para posteriormente, apresentar os resultados que obtivemos sobre as mesmas. Veja,

na Figura 7.3, a árvore de Bethe B2,4 e a árvore de Bethe generalizada B(2,3,2,4).
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Figura 7.3: Árvore de Bethe B2,4 e a árvore de Bethe generalizada B(2,3,2,4)

A árvore B2,4 possui quatro ńıveis, com números de vértices por ńıveis n1 = 8,

n2 = 4, n3 = 2 e n4 = 1, e cujos graus são d1 = 1, d2 = 3, d3 = 3 e d4 = 2. A

árvore de Bethe generalizada B(2,3,2,4) possui cinco ńıveis com número de vértices

por ńıveis iguais a n1 = 12, n2 = 4, n3 = 4, n4 = 2 e n5 = 1 e cujos graus são

d1 = 1, d2 = 4, d3 = 2, d4 = 3 e d5 = 2.

Na proposição a seguir é dada uma recorrência que fornece uma expressão para

o polinômio caracteŕıstico e o espectro de uma árvore de Bethe generalizada.

Proposição 7.4 (ROJO e SOTO [60]) Seja Bk uma árvore de Bethe generali-

zada com k ńıveis e seja Ω = {m| 1 ≤ m ≤ k − 1 e nm > nm+1}. Para cada x ∈ R,

define-se a recorrência:















q0(x) = 1;

q1(x) = x;

qm(x) = xqm−1(x)−
nm−1

nm

qm−2(x), 2 ≤ m ≤ k.

(7.4)

(i) Se qm(x) 6= 0 para todo m ∈ {1, 2, . . . , k − 1} então

det(xI − A(Bk)) = qk(x)
∏

m∈Ω
(qm(x))

nm−nm+1 .

(ii) O espectro de Bk é dado por

Spec(Bk) =

[

⋃

m∈Ω

{

x ∈ R | (qm(x))nm−nm+1 = 0
}

]

⋃

{x ∈ R | qk(x) = 0}.
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Dada uma árvore de Bethe generalizada Bk, a matriz tridiagonal Rk = R(Bk) de

ordem k tem (i, j)-ésima entrada denotada por rij , assim definida:

rij =























√

ni

ni+1
, se j = i+ 1 para 1 ≤ i ≤ k − 1;

√

ni−1

ni
, se j = i− 1 para 2 ≤ i ≤ k;

0, caso contrário.

(7.5)

Tal matriz é denominada a matriz tridiagonal de Bk. Por exemplo, B2,4 e B(2,3,2,4),

árvores dadas na Figura 7.3, possuem as seguintes matrizes tridiagonais

R4 =













0
√
2 0 0√

2 0
√
2 0

0
√
2 0

√
2

0 0
√
2 0













e R5 =

















0
√
3 0 0 0√

3 0 1 0 0

0 1 0
√
2 0

0 0
√
2 0

√
2

0 0 0
√
2 0

















.

Lema 7.5 (ROJO e SOTO [60]) Sejam Bk uma árvore de Bethe generalizada

com k ńıveis e Rk a sua matriz tridiagonal. Para todo m ∈ {1, 2, . . . , k} tem-se

qm(x) = det(xIm − Rk[αm]), onde Rk[αm] é a submatriz principal ĺıder de Rk.

Teorema 7.6 (ROJO e SOTO [60]) Sejam Bk uma árvore de Bethe generali-

zada com k ńıveis e Rk a matriz tridiagonal de Bk. Para o conjunto Ω =

{m | 1 ≤ m ≤ k − 1 e nm > nm+1}, tem-se:

(i) Spec(Bk) =

[

⋃

m∈Ω
σ (Rk[αm])

]

⋃

σ(Rk) e

(ii) a multiplicidade de qualquer autovalor de Rk[αm], como autovalor de Bk, é

pelo menos nm − nm+1 para todo m ∈ Ω e a multiplicidade é 1 para m = k.

Como exemplo de aplicação do Teorema 7.6, prosseguimos considerando as

árvores B2,4 e B(2,3,2,4) dadas na Figura 7.3 e as suas matrizes tridiagonais R4 e

R5 dadas anteriormente. Iniciamos, analisando a árvore de Bethe B2,4. Neste caso,

Ω = {1, 2, 3}. Para o espectro de B2,4 serão considerando os espectros da matriz

tridiagonal R4 e das suas submatrizes principais ĺıderes: R4[α1], R4[α2] e R4[α3].

Apresentamos na Tabela 7.1 os autovalores destas matrizes e as suas respectivas

multiplicidades no espectro de B2,4:
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Autovalores Multiplicidade em B2,4

R4[α1] 0 n1 − n2 = 8− 4 = 4

R4[α2] −
√
2,
√
2 n2 − n3 = 4− 2 = 2

R4[α3] −2, 0, 2 n3 − n4 = 2− 1 = 1

R4 −
√√

5 + 3,−
√

3−
√
5,
√

3−
√
5,
√√

5 + 3 1

Tabela 7.1: Autovalores de B2,4

Como todos os autovalores não nulos de R4[α1], R4[α2], R4[α3] e R4 são distintos,

cada autovalor não nulo de B2,4 possui a multiplicidade indicada na terceira coluna.

O autovalor 0 tem multiplicidade igual a 4 + 1 = 5.

No caso da árvore de Bethe generalizada B(2,3,2,4), Ω = {1, 3, 4}. Assim, o es-

pectro de B(2,3,2,4) depende dos espectros da matriz tridiagonal R5 e das suas sub-

matrizes principais ĺıderes: R5[α1], R5[α3] e R5[α4]. Na Tabela 7.2, apresentamos

os autovalores destas matrizes e as suas respectivas multiplicidades no espectro de

B(2,3,2,4):

Autovalores Multiplicidade em B(2,3,2,4)

R5[α1] 0 n1 − n2 = 12− 4 = 8

R5[α2] −
√
3,
√
3 ————————

R5[α3] −2, 0, 2 n3 − n4 = 4− 2 = 2

R5[α4] −
√√

3 + 3,−
√

3−
√
3,
√

3−
√
3,
√√

3 + 3 n4 − n5 = 2− 1 = 1

R5 −
√√

2 + 4,−
√

4−
√
2, 0,

√

4−
√
2,
√√

2 + 4 1

Tabela 7.2: Autovalores de B(2,3,2,4)

Novamente, os autovalores não nulos de R5[α1], R5[α3], R5[α4] e R5 são distintos.

Portanto, cada autovalor não nulo de B(2,3,2,4) possui a multiplicidade indicada na

última coluna. O autovalor 0 tem multiplicidade igual a 8 + 2 + 1 = 11.

Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com n vértices. Rotulamos os vértices

de Bk, a partir do ńıvel k (de baixo para cima) e da esquerda para a direita como

descrito na Tabela 7.3:

Nı́vel Número de vértices Grau dos vértices Rotulação dos vértices

1 nk = 1 dk n

2 nk−1 = dk dk−1 n− dk, n− dk + 1, . . . , n − 1

...
...

...
...

k − 1 n2 d2 n1 + 1, n1 + 2, . . . , n1 + n2

k n1 d1 = 1 1, 2, . . . , n1

Tabela 7.3: Rotulação para Bk
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Definimos a partição {V1, V2, . . . , Vk} de Bk cujos vértices do ńıvel i constituem

a célula Vk−i+1. Com a rotulação da árvore Bk, dada na Tabela 7.3, as células da

partição ficam da seguinte forma:

V1 = {1, . . . , n1};
V2 = {n1 + 1, . . . , n1 + n2};

...

Vk−1 = {n− dk, n− dk + 1, . . . , n− 1} e

Vk = {n},

(7.6)

onde n = 1 +
∑k−1

i=1 ni e #Vi = ni. Denotamos tal partição por π(Bk).

O lema que segue mostra que π(Bk) é uma partição equilibrada.

Lema 7.7 Para k ≥ 2, seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com k ńıveis. A

partição π(Bk) cuja (k − i+ 1)-ésima célula é constitúıda pelos vértices de Bk no

ńıvel i é uma partição equilibrada de Bk.

Demonstração. Para k ≥ 2, seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com k

ńıveis e π(Bk) a partição de Bk definida de modo que os vértices do ńıvel i constituem

a célula Vk−i+1, veja em (7.6).

Para todo i ∈ {1, 2, . . . , k}, os subgrafos induzidos 〈Vi〉 são grafos vazios e, por-

tanto, regulares. Agora, vamos verificar se os vértices de uma dada célula possuem

o mesmo número de vizinhos nas outras células.

Os vértices da célula V1 são folhas e cada uma delas só possui um vizinho em V2.

Para i ∈ {2, 3, . . . , k − 1}, cada vértice de Vi possui di − 1 vizinhos em Vi−1 e um

só vizinho em Vi+1. Por fim, a célula Vk é constitúıda somente pela raiz de Bk que

possui dk vizinhos em Vk−1. Logo, a partição π(Bk) é uma partição equilibrada de

Bk.

�

Para a partição equilibrada π(Bk) de uma árvore de Bethe generalizada Bk, a

matriz quociente Mπ(Bk) = (mij) possui as entradas definidas por

mij =



















1, se j = i+ 1;

ni−1

ni

, se j = i− 1;

0, caso contrário.

(7.7)

Por exemplo, as árvores B2,4 e B(2,3,2,4) (Figura 7.3) estão rotuladas como

na Tabela 7.3. A partição equilibrada de B2,4 definida por ńıveis é π(B2,4) =

{V1, V2, V3, V4}, onde V1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, V2 = {9, 10, 11, 12}, V3 = {13, 14}
e V4 = {15} e a sua matriz quociente é
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Mπ(B2,4) =













0 1 0 0

2 0 1 0

0 2 0 1

0 0 2 0













,

enquanto que a partição equilibrada de B(2,3,2,4) definida por ńıveis é π(B(2,3,2,4)) =

{V1, V2, V3, V4, V5}, onde V1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}, V2 = {13, 14, 15, 16},
V3 = {17, 18, 19, 20}, V4 = {21, 22} e V5 = {23}, cuja matriz quociente é

Mπ(B(2,3,2,4)) =

















0 1 0 0 0

3 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 2 0 1

0 0 0 2 0

















.

Nos exemplos acima notamos que as matrizes quocientes Mπ(B2,4) e Mπ(B(2,3,2,4))

possuem o mesmo espectro das respectivas matrizes tridiagonais R4 e R5 das árvores

B2,4 e B(2,3,2,4). O que nos leva a próxima proposição, a qual nos permite concluir

que o espectro da matriz tridiagonal de uma árvore de Bethe generalizada Bk é igual

ao espectro do seu grafo quociente Bk/π(Bk).

Proposição 7.8 Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada cuja partição equili-

brada definida por ńıveis é π(Bk). A matriz tridiagonal de Bk é semelhante à matriz

de adjacência Mπ(Bk) do grafo quociente Bk/π(Bk).

Demonstração. Sejam Bk uma árvore de Bethe generalizada com a partição equi-

librada definida por ńıveis π(Bk), dada em (7.6).

Seja Sk = (sij), a matriz diagonal de ordem k com entradas

sij =



























1, se i = j = 1;

√

n1

ni

, se i = j 6= 1;

0, caso contrário.

(7.8)

Sejam Rk = (rij) e Mπ(Bk) = (mij) matrizes quadradas de ordem k definidas em

(7.5) e (7.7), respectivamente. Provaremos que as matrizes quadradas SkRk = (pij)

e Mπ(Bk)Sk = (qij) são iguais, para concluir que Rk e Mπ(Bk) são semelhantes.

Como Sk é uma matriz diagonal, para i ∈ {1, 2, . . . , k}, sii são as únicas entradas

não nulas. Assim, para quaisquer i, j ∈ {1, 2, . . . , k},

pij =

k
∑

l=1

silrlj = siirij e qij =

k
∑

l=1

milslj = mijsjj. (7.9)
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Agora, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k} vamos verificar se as entradas não nulas das

matrizes SkRk e Mπ(Bk)Sk são iguais.

Se i = 1, as matrizes Mπ(Bk) e Rk possuem as entradas m12 = 1 e r12 =

√

n1

n2

como as únicas entradas não nulas e, de (7.9),

s11r12 =

√

n1

n2

e m12s22 =

√

n1

n2

.

Logo, p12 = q12.

Para 2 ≤ i ≤ k − 1, as i-ésimas linhas de Rk e Mπ(Bk) possuem somente duas

entradas não nulas nas colunas j = i− 1 e j = i+ 1. No caso j = i− 1, por (7.9),

chega-se a

pi(i−1) = siiri(i−1)

=

√

n1

ni

√

ni−1

ni

=

(
√

n1

ni−1

√

ni−1

ni

)√

ni−1

ni

=
ni−1

ni

√

n1

ni−1

e também a qi(i−1) = mi(i−1)s(i−1)(i−1) =
ni−1

ni

√

n1

ni−1

.

Deste modo, pi(i−1) = qi(i−1). No caso j = i+ 1, temos

pi(i+1) = siiri(i+1)

=

√

n1

ni

√

ni

ni+1

=

√

n1

ni+1

e qi(i+1) = mi(i+1)s(i+1)(i+1) = 1 ·
(
√

n1

ni+1

)

.

Consequentemente, pi(i+1) = qi(i+1).

Por fim, para o caso i = k, as únicas entradas não nulas de Rk e Mπ(Bk) são

rk(k−1) =

√

nk−1

nk

e mk(k−1) =
nk−1

nk

. Consequentemente,

pk(k−1) = skkrk(k−1)

=

(
√

n1

nk−1

√

nk−1

nk

)√

nk−1

nk

=
nk−1

nk

√

n1

nk−1
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e qk(k−1) = mk(k−1)s(k−1)(k−1) =
nk−1

nk

√

n1

nk−1

.

Portanto, pk(k−1) = qk(k−1). Logo, as matrizes Rk e Mπ(Bk) são semelhantes.

�

A matriz Mπ(Bk) é a matriz de adjacência do grafo quociente Bk/π(Bk) que,

pelo Teorema 6.3, contém os autovalores principais de Bk. Visto que Mπ(Bk) é uma

matriz quadrada de ordem k temos que a quantidade de ńıveis de Bk nos dá uma

cota superior para a quantidade de seus autovalores principais. Note que esta cota

não é justa. De fato, a árvore harmônica T2 (Figura 3.5) é uma árvore de Bethe

generalizada com três ńıveis e apenas dois autovalores principais (Teorema 4.12),

enquanto que a árvore de Bethe B2,4 na Figura 7.3 possui quatro ńıveis e qua-

tro autovalores principais: −
√√

5 + 3,−
√

3−
√
5,
√

3−
√
5 e
√√

5 + 3. Baseados

nestas observações apresentamos a seguinte conjectura.

Conjectura 7.9 Para todo k par, Bk, uma árvore de Bethe generalizada com k

ńıveis, possui exatamente k autovalores principais.

Prosseguimos apresentando as nossas contribuições sobre os autovalores princi-

pais para as árvores de Bethe generalizadas. O Teorema 7.10 afirma que a matriz

tridiagonal de Bk, uma árvore de Bethe generalizada, contém os autovalores princi-

pais.

Teorema 7.10 Os autovalores principais de uma árvore de Bethe generalizada

Bk são autovalores de sua matriz tridiagonal Rk consequentemente, Bk possui no

máximo k autovalores principais.

Demonstração. Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com a partição equi-

librada definida por ńıveis é π(Bk), dada em (7.6). Da Proposição 7.8, a matriz

tridiagonal Rk é semelhante à matriz de adjacência do grafo quociente Bk/π(Bk).

Do Teorema 2.5, essas matrizes têm o mesmo espectro. Logo, do Teorema 6.3, Rk

contém os autovalores principais de Bk.

�

O teorema a seguir apresenta uma relação sobre as coordenadas dos autovetores

de Bk considerando a partição equilibrada definida por ńıveis.

Lema 7.11 Sejam Bk uma árvore de Bethe generalizada com n vértices e a sua

partição equilibrada definida por ńıveis π(Bk) = {V1, V2, . . . , Vk}. Se v = (vi) é um

autovetor associado a um autovalor λ de Bk então λ
n
∑

i=1

vi =
k
∑

j=1

dj
∑

i∈Vj

vi, onde dj

é o grau dos vértices em Vj.

81



Demonstração. Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com n vértices cuja

partição equilibrada por ńıveis é π(Bk) = {V1, V2, . . . , Vk}.
Seja λv = Av, onde v = (vi) e A = (aij) é a matriz de adjacência de Bk. Temos

λvi =
n
∑

j=1

aijvj =
∑

j∼i

vj para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Assim,



























































λ
∑

i∈V1

vi = (d2 − 1)
∑

i∈V2

vi;

λ
∑

i∈Vj

vi = (dj+1 − 1)
∑

i∈Vj+1

vi +
∑

i∈Vj−1

vi, se 2 ≤ j ≤ k − 2;

λ
∑

i∈Vk−1

vi = dkvn +
∑

i∈Vk−2

vi;

λvn =
∑

i∈Vk−1

vi.

Somando todas as coordenadas de λv, temos:

λ

n
∑

i=1

vi =

k−2
∑

j=1



(dj+1 − 1)
∑

i∈Vj+1

vi



+ dkvn +

k
∑

j=2

∑

i∈Vj−1

vi

=

k−1
∑

j=2



(dj − 1)
∑

i∈Vj

vi



+ dkvn +

k−1
∑

j=1

∑

i∈Vj

vi

.

Deste modo,

λ
n
∑

i=1

vi =
k
∑

j=2



dj
∑

i∈Vj

vi



−
k−1
∑

j=2

∑

i∈Vj

vi +
k−1
∑

j=1

∑

i∈Vj

vi

=
k
∑

j=2



dj
∑

i∈Vj

vi



 +
∑

i∈V1

vi.

Como d1 = 1, segue que λ
n
∑

i=1

vi =
k
∑

j=1



dj
∑

i∈Vj

vi



 .

�

O próximo resultado nos dá uma condição necessária e suficiente para que um

autovalor não nulo de uma árvore de Bethe generalizada seja não principal.
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Teorema 7.12 Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com n vértices e a

partição equilibrada por ńıveis π(Bk) = {V1, V2, . . . , Vk}. Um autovalor não nulo λ

de Bk é não principal se e somente se
k
∑

j=1

dj
∑

i∈Vj

vi = 0 para todo autovetor v = (vi)

de λ, onde dj é o grau de cada vértice em Vj.

Demonstração. Seja λ um autovalor de uma árvore de Bethe generalizada Bk.

Temos que λ é não principal se e somente se todo autovetor v associado a λ possui

a soma de suas coordenadas iguais a 0. Logo, pelo Lema 7.11, λ é não principal se e

somente se as coordenadas de qualquer autovetor v = (vi) associado a λ satisfazem
k
∑

j=1

dj
∑

i∈Vj

vi = 0.

�

O lema a seguir fornece propriedades sobre a primeira e a última coordenadas de

um autovetor da matriz tridiagonal Rk. Note que este resultado é um caso particular

do Teorema 2.3.

Lema 7.13 Todo autovetor associado a um autovalor da matriz tridiagonal de uma

árvore de Bethe generalizada Bk tem a primeira e a última coordenadas não nulas.

Demonstração. Dada Bk uma árvore de Bethe generalizada com k ńıveis, consi-

dere a sua matriz tridiagonal Rk.

Seja λw = Rkw. As coordenadas de w = (wi) satisfazem a relação:



















λw1 = w2;

λwi =

√

ni−1

ni

wi−1 +

√

ni

ni+1

wi+1, 2 ≤ i ≤ k − 1;

λwk = wk−1.

(7.10)

Suponhamos por absurdo que se tenha, por exemplo, w1 = 0. Da primeira

equação de (7.10) segue que w2 = 0. Da segunda equação obtemos wi = 0, para

i ∈ {3, 4, . . . , k}. Isto contradiz o fato de w ser um autovetor. Logo, w1 6= 0.

�

Lema 7.14 Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com n vértices cuja partição

equilibrada definida por ńıveis é π(Bk) = {V1, V2, . . . , Vk}. Se w = (wi) é um au-

tovetor associado a um autovalor λ da matriz tridiagonal Rk de Bk então λ é um

autovalor de Bk que possui um autovetor v = (vi) cujas coordenadas são dadas por

vi =

√

n1

nj

wj para todo i ∈ Vj, (7.11)

onde nj é o número de vértices na célula Vj para todo j ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Demonstração. Seja Mπ(Bk) a matriz quociente da partição π(Bk) e seja Rk a

matriz tridiagonal de Bk. Da Proposição 7.8, existe uma matriz diagonal Sk = (sij)

de ordem k cujas entradas são dadas por

sij =



























1, se i = j = 1;

√

n1

ni

, se i = j 6= 1;

0, caso contrário

tal que SkRk = Mπ(Bk)Sk.

Seja w = (wi) um autovetor de Rk associado a um autovalor λ. Como SkRkw =

Mπ(Bk)Skw temos que Skλw = Mπ(Bk)Skw, isto é, λ(Skw) = Mπ(Bk)(Skw). Deste

modo,

Skw =
(

w1

√

n1

n2
w2 · · ·

√

n1

nk
wk

)T

é um autovetor de Mπ(Bk) associado a λ. Segue, pelo Teorema 2.4, que o vetor

v =
(

w1n1

√

n1

n2
w2n2 · · ·

√

n1

nk
wknk

)T

é um autovetor de Bk associado a λ.

�

Conforme observado nas Tabelas 7.1 e 7.2, as árvores B2,4 e B(2,3,2,4) são exemplos

de árvores de Bethe generalizadas que possuem, além dos seus ı́ndices, outros auto-

valores simples. O Teorema 7.15 apresenta uma condição necessária e suficiente para

que um autovalor da matriz tridiagonal Rk de uma árvore de Bethe generalizada Bk,

que é simples em Bk, seja um autovalor não principal.

Teorema 7.15 Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ da matriz

tridiagonal Rk de uma árvore de Bethe generalizada Bk. Suponha que λ seja um

autovalor simples de Bk. Desse modo, λ é um autovalor não principal de Bk se e

somente se
∑k

i=1

√
niwi = 0.

Demonstração. Seja Bk uma árvore de Bethe generalizada com partição equili-

brada π(Bk) = {V1, V2, . . . , Vk}, dada em (7.6). Logo, a cardinalidade de Vj é nj ,

para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}.
Se w = (wi) é um autovetor associado a um autovalor λ de Rk, do Lema 7.14, o

vetor v = (vi) cujas coordenadas são dadas por

vi =

√

n1

nj

wj para todo i ∈ Vj ,
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onde j ∈ {1, 2, . . . , k}, é um autovetor de Bk associado ao autovalor λ. Então a

soma das coordenadas de v é

k
∑

j=1

∑

i∈Vj

vi =
k
∑

j=1

nj

√

n1

nj

wj =
k
∑

j=1

√
n1njwj =

√
n1

k
∑

j=1

√
njwj. (7.12)

Como λ é um autovalor simples de Bk segue que λ é um autovalor não principal

de Bk se e somente se
∑k

j=1

√
njwj = 0.

�

O próximo resultado, Teorema 7.16, fornece uma condição suficiente para que

um autovalor de Rk seja um autovalor principal para a árvore Bk, mesmo que não

seja um autovalor simples de Bk.

Teorema 7.16 Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ da matriz

tridiagonal Rk de uma árvore de Bethe generalizada Bk. Se
∑k

i=1

√
niwi 6= 0 então

λ é um autovalor principal de Bk.

Demonstração. Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ de Rk.

Do Lema 7.14, o vetor v = (vi) cujas coordenadas são dadas por

vi =

√

n1

nj

wj para todo i ∈ Vj ,

onde j ∈ {1, 2, . . . , k}, é um autovetor de Bk associado ao autovalor λ. De (7.12),
∑n

i=1 vi =
√
n1

∑k

j=1

√
njwj. Como

∑k

i=1

√
niwi 6= 0 segue que a soma das coorde-

nadas de v não é nula. Logo, λ é um autovalor principal de Bk.

�

7.3 Árvore de Bethe

Nesta seção, vamos analisar os autovalores principais para as árvores de Bethe e

apresentaremos uma conjectura sobre a ordem do espectro principal de tais árvores.

Para a árvore de Bethe Bd,k, a matriz tridiagonal definida em (7.5), Rk = (rij),

possui as coordenadas dadas por:

rij =







√
d, se j = i+ 1 ou j = i− 1;

0, caso contrário.
(7.13)

Como exemplo temos a matriz tridiagonal R4(página 76) da árvore de Bethe B2,4

(Figura 7.3).
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Apresentamos a seguir, um resultado de ROJO e ROBBIANO [66] que determina

o espectro das árvores de Bethe.

Proposição 7.17 (ROJO e ROBBIANO [66]) Para todo j ∈ {1, 2, . . . , k} e

para todo ℓ ∈ {1, 2, . . . , j} os autovalores da árvore de Bethe Bd,k distintos do ı́ndice

são 2
√
d cos

(

ℓπ

j + 1

)

com multiplicidades iguais a dk−j−1(d−1), enquanto que o seu

ı́ndice é 2
√
d cos

(

π

k + 1

)

.

Do Teorema 7.10, o espectro principal da árvore de Bethe Bd,k está contido no

espectro da matriz Rk. No Teorema 7.18, mostramos que os autovetores do caminho

Pk são também autovetores da matriz tridiagonal Rk.

Teorema 7.18 Sejam d e k inteiros positivos. Tem-se que w é um autovetor asso-

ciado ao autovalor α do caminho Pk se e somente se w é um autovetor associado

ao autovalor λ = α
√
d da matriz tridiagonal Rk da árvore de Bethe Bd,k.

Demonstração. De (7.13), temos que

Rk =























0
√
d 0 · · · 0 0√

d 0
√
d · · · 0 0

0
√
d 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0
√
d

0 0 0 · · ·
√
d 0























=
√
d























0 1 0 · · · 0 0

1 0 1 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 1 0























=
√
dA(Pk).

Assim, A(Pk)w = αw se e só se
√
dA(Pk)w = α

√
dw.

�

Como consequência do Teorema 7.18, para utilizar os autovetores da matriz Rk,

basta considerar os autovetores do caminho Pk.

Corolário 7.19 Os autovalores da matriz Rk são λj = 2
√
d cos

(

jπ

k + 1

)

para todo

j ∈ {1, 2, . . . , k} e estão em ordem decrescente com relação ao ı́ndice j.

Demonstração. Do Teorema 2.21, os autovalores do caminho Pk são simples e são

da forma αj = 2 cos

(

jπ

k + 1

)

para todo j ∈ {1, 2, . . . , k}. Do Teorema 7.18, os auto-

valores da matriz Rk também são simples e possuem a forma λj = 2
√
d cos

(

jπ

k + 1

)

para j ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Do Lema 2.22, os autovalores de Pk estão em ordem decrescente e como
√
d > 0

segue que os autovalores de Rk estão dispostos em ordem decrescente.

�

No Corolário 7.20 é apresentado o polinômio caracteŕıstico da matriz tridiagonal

de uma árvore de Bethe, sabe-se que o polinômio caracteŕıstico principal de tal

árvore divide este polinômio (Proposição 7.8).

Corolário 7.20 O polinômio caracteŕıstico da matriz tridiagonal Rk de uma árvore

de Bethe Bd,k é

r(x) =

⌊k
2⌋
∑

j=0

(−1)k−j

(

k − j

j

)

(√
d
)2j

xk−2j(x ∈ R).

Demonstração. Seja Rk a matriz tridiagonal de uma árvore de Bethe Bd,k.

Para todo j ∈ {1, 2, . . . , k}, se αj é um autovalor do caminho Pk segue, do

Teorema 7.18, que λj =
√
d αj é um autovalor de Bd,k.

Do Lema 2.20, temos que
λj√
d

são as ráızes do polinômio p(x) =

⌊k
2⌋
∑

j=0

(−1)k−j

(

k − j

j

)

xk−2j para todo j ∈ {1, 2, . . . , k}. Assim, se r(x) é o polinômio

do enunciado então, para todo j ∈ {1, 2, . . . , k} tem-se

r(λj) =

⌊ k
2⌋
∑

j=0

(−1)k−j

(

k − j

j

)

√
d
2j
λj

k−2j

=

⌊ k
2⌋
∑

j=0

(−1)k−j

(

k − j

j

)

(√
d
)k
(

λj√
d

)k−2j

=
(√

d
)k

p

(

λj√
d

)

= 0.

Isto significa que as ráızes do polinômio r(x) são os k autovalores da matriz tri-

diagonal Rk. Como este é mônico temos que r(x) é o polinômio caracteŕıstico de

Rk.

�

Note que 0 é uma raiz do polinômio r(x) somente no caso em que k é um número

ı́mpar. Da Proposição 7.8, o polinômio caracteŕıstico principal de Bd,k divide o

polinômio r(x) e, portanto, 0 não é um autovalor principal para a árvore de Bethe

que possui um número par de ńıveis. Como podemos constatar na matriz tridiagonal

R4 da árvore B2,4 que não possui 0 no seu espectro (veja Tabela 7.1).

87



Por meio de testes e vários exemplos, obtivemos evidências de que a quantidade

de autovalores principais de uma árvore de Bethe Bd,k é exatamente igual ao número

de ńıveis que ela possui, independente da paridade de k. De fato, uma árvore de

Bethe com três ńıveis (diâmetro 4) possuem no máximo 3 autovalores principais

(Teorema 7.10), sendo que as únicas árvores de diâmetro 4 que possuem dois auto-

valores principais são as árvores harmônicas, que não são árvores de Bethe. Estas

considerações nos levam a estabelecer a seguinte conjectura.

Conjectura 7.21 Uma árvore de Bethe com k > 3 ńıveis possui exatamente k

autovalores principais.

Considerando a partição equilibrada definida anteriormente, fornecemos no teo-

rema a seguir uma condição necessária e suficiente para que um autovalor de uma

árvore de Bethe seja não principal a partir do conhecimento das coordenadas refe-

rentes às folhas dos seus autovetores associados.

Teorema 7.22 Seja Bd,k uma árvore de Bethe com n vértices cuja partição equili-

brada definida por ńıveis é π(Bd,k) = {V1, V2, . . . , Vk}. Um autovalor λ de Bd,k é não

principal se e somente se as coordenadas de qualquer autovetor v = (vi) associado

a λ satisfazem vn = −d
∑

i∈V1

vi.

Demonstração. Seja Bd,k uma árvore de Bethe com n vértices cuja partição equi-

librada definida por ńıveis é π(Bd,k) = {V1, V2, . . . , Vk}.
Seja v = (vi) um autovetor associado a um autovalor λ de Bd,k. Pelo Lema 7.11,

λ

n
∑

i=1

vi =

k
∑

j=1

dj
∑

i∈Vj

vi.

Como d1 = 1, dk = d e, para j ∈ {2, 3, . . . , k − 1}, temos dj = d+ 1 segue que

λ

n
∑

i=1

vi =
∑

i∈V1

vi + (d+ 1)

k−1
∑

j=2

∑

i∈Vj

vi + dvn

=
∑

i∈V1

vi +

k−1
∑

j=2

∑

i∈Vj

vi + d





k−1
∑

j=2

∑

i∈Vj

vi + vn



 .

=

n
∑

i=1

vi − vn + d

(

n
∑

i=1

vi −
∑

i∈V1

vi

)

= (d+ 1)
n
∑

i=1

vi − vn − d
∑

i∈V1

vi.
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Portanto,

vn + d
∑

i∈V1

vi = (d+ 1− λ)

n
∑

i=1

vi. (7.14)

Como Bd,k não é um grafo regular e possui o grau máximo ∆ = d + 1 segue,

do Teorema 2.18, que o ı́ndice desta árvore é estritamente menor do que d + 1.

Consequentemente, λ < d+ 1.

Um autovalor λ é não principal Bd,k se e somente se todo autovetor v = (vi)

associado a este autovalor satisfaz
∑n

i=1 vi = 0. Da equação (7.14), isto equivale a

dizer que λ é um autovalor não principal se e somente se qualquer autovetor v = (vi)

associado a λ satisfaz

vn = −d
∑

i∈V1

vi.

�

Para uma aplicação do Teorema 7.22, citamos a árvore de Bethe B2,4,

dada na Figura 7.3, com a partição equilibrada definida por ńıveis π(B2,4) =

{V1, V2, V3, V4}, onde V1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, V2 = {9, 10, 11, 12}, V3 =

{13, 14} e V4 = {15}. Dentre os autovalores de B2,4, consideremos
√
2, com

multiplicidade 2, e −
√

3 +
√
5, com multiplicidade 1 (veja Tabela 7.1). Os

vetores v =
(

1 1 −1 −1 0 0 0 0
√
2 −

√
2 0 0 0 0 0

)T

e u =
(

0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0
√
2 −

√
2 0 0 0

)T

formam uma base para

o autespaço de
√
2. Note que,

∑

i∈V1
vi =

∑

i∈V1
ui = 0 e vn = un = 0.

Como vn = 0 = −2
∑

i∈V1
vi e un = 0 = −2

∑

i∈V1
ui temos que

√
2 é

um autovalor não principal. Por outro lado, se λ = −
√

3 +
√
5 então v =

(

1 1 1 1 1 1 1 1 λ λ λ λ
√
5 + 1

√
5 + 1

(

1−
√
5
)

√√
5 + 3

)T

é um

autovetor associado a −
√

3 +
√
5. Temos que

∑

i∈V1
vi = 8 que é diferente de

(

1−
√
5
)

√√
5 + 3 ≈ −2, 83. Do Teorema 7.22, −

√

3 +
√
5 é um autovalor princi-

pal.

No Corolário 7.23, aplicamos o Teorema 7.22 analisando os autovetores associa-

dos aos autovalores da matriz tridiagonal Rk de uma árvores de Bethe, os quais são

simples para a árvore.

Corolário 7.23 Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ da matriz

tridiagonal Rk de uma árvore de Bethe Bd,k. Se λ é um autovalor simples de Bd,k

então λ é um autovalor não principal de Bd,k se e somente se wk = −d
√
n1w1, onde

n1 é o número de vértices no ńıvel k.

Demonstração. Seja Bd,k uma árvore de Bethe cuja partição definida por ńıveis

é π(Bd,k) = {V1, V2, . . . , Vk}.
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Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ da matriz tridiagonal

Rk, que é um autovalor simples de Bd,k. Pelo Lema 7.14, Bd,k possui um autovetor

associado a λ cuja i-ésima coordenada é definida por

vi =

√

n1

nj

wj para todo i ∈ Vj ,

onde nj é o número de vértices no ńıvel k + 1− j para todo j ∈ {1, 2, . . . , k}.
Do Teorema 7.22, λ é um autovalor não principal de Bd,k se e somente se as

coordenadas de qualquer autovetor u = (ui) de Bd,k associado a λ satisfazem un =

−d
∑

i∈V1

ui. Como λ é um autovalor simples segue que λ é um autovalor não principal

de Bd,k se e somente se vn = −d
∑

i∈V1

vi. Porém,

∑

i∈V1

vi =
∑

i∈V1

√

n1

n1
w1 =

∑

i∈V1

w1 = n1w1 e vn =

√

n1

nk

wk =
√
n1wk.

Logo, λ é um autovalor não principal de Bd,k se e somente se wk = −d
√
n1w1.

�

O próximo resultado, Corolário 7.24, fornece uma condição suficiente para que

um autovalor de Rk seja um autovalor principal para a árvore Bd,k, mesmo que não

seja um autovalor simples de Bd,k.

Corolário 7.24 Seja w = (wi) um autovetor associado a um autovalor λ da matriz

tridiagonal Rk da árvore de Bethe Bd,k. Se wk 6= −d
√
n1w1 então λ é um autovalor

principal de Bd,k.

Como consequência imediata do Corolário 7.24 temos que 0 é um autovalor

principal das árvores de Bethe com um número ı́mpar de ńıveis. De fato, considere

a árvore de Bethe Bd,k, onde k é ı́mpar. Dos Teoremas 7.18 e 2.21, temos que

w =

(

sen
(π

2

)

sen (π) · · · sen

(

kπ

2

) )T

é um autovetor da matriz tridiagonal Rk associado ao autovalor 0. Note que

sen
(

kπ
2

)

6= −d
√
n1 sen

(

π
2

)

. Com efeito, suponhamos por absurdo que sen
(

kπ
2

)

=

−d
√
n1 sen

(

π
2

)

. Como sen
(

π
2

)

= 1, d > 1 e
√
n1 > 1 segue que sen

(

kπ
2

)

= −d
√
n1 <

−1, um absurdo. Do Corolário 7.23, 0 é um autovalor principal da árvore de Bethe

Bd,k, onde k é um número ı́mpar.

Na próxima seção, aplicamos novamente os resultados obtidos na Seção 7.2 e

determinamos o polinômio caracteŕıstico principal e consequentemente, o número de

autovalores principais para um caso particular das árvores de Bethe generalizadas.
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7.4 Árvore completa quase-regular

De acordo com CVETKOVIĆ e DAVIDOVIĆ [12], a árvore enraizada com k

ńıveis, cuja raiz está no ńıvel 1 e tem grau d > 1, os vértices dos ńıveis 2 a k − 1

também possuem grau d e os vértices no ńıvel k tem grau 1 é chamada árvore com-

pleta quase-regular . Denotamos tais árvores por Qd,k. Ilustramos a árvore completa

quase-regular Q3,5 na Figura 7.4.
46

43
44

45

37 38 39 40 41 42

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Figura 7.4: Árvore completa quase-regular Q3,5

Note que as árvores completas quase-regulares são árvores de Bethe generalizadas

e podemos aplicar os resultados anteriores. Além disso, o caminho Pn com n ı́mpar

é uma árvore completa quase-regular Q2,n+1
2
, enquanto que se n é par então Pn

não é ao menos uma árvore de Bethe generalizada. Por exemplo, o caminho P7 na

Figura 7.1 é a árvore completa quase-regular Q2,4.

Considere a árvore completa quase-regular Qd,k cuja matriz tridiagonal Rk (de-

finida em (7.5)) é dada por

Rk =

























0
√
d− 1 0 · · · · · · 0

√
d− 1 0

√
d− 1

. . .
...

0
√
d− 1

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

√
d− 1 0

...
. . .

√
d− 1 0

√
d

0 · · · · · · 0
√
d 0

























,

pois d1 = 1 e d2 = d3 = · · · = dk = d. Por exemplo, a matriz tridiagonal da árvore

Q3,5 é

R5 =

















0
√
2 0 0 0√

2 0
√
2 0 0

0
√
2 0

√
2 0

0 0
√
2 0

√
3

0 0 0
√
3 0

















.

Considerando a partição equilibrada definida por ńıveis π(Qd,k) (Lema 7.7) para

a árvore completa quase-regular Qd,k, no próximo resultado mostramos que a soma
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das coordenadas dos autovetores de Qd,k pode ser reduzido a analisar apenas a soma

das coordenadas associadas às folhas da árvore.

Teorema 7.25 Seja Qd,k uma árvore completa quase-regular com n vértices com a

partição equilibrada definida por ńıveis π(Qd,k) = {V1, V2, . . . , Vk}. Se v = (vi) é um

autovetor associado a um autovalor λ de Qd,k então (λ− d)

n
∑

i=1

vi = (1− d)
∑

i∈V1

vi.

Demonstração. Sejam Qd,k uma árvore completa quase-regular com a rotulação

dada em (7.6) e sua partição equilibrada dada por ńıveis π(Qd,k) = {V1, V2, . . . , Vk}.
Seja λ um autovalor de Qd,k com autovetor v = (vi). Do Lema 7.11, temos que

λ
n
∑

i=1

vi =
k
∑

j=1

dj
∑

i∈Vj

vi, onde dj é o grau dos vértices na célula Vj . Assim,

λ

n
∑

i=1

vi =
∑

i∈V1

vi +

k
∑

j=2

d
∑

i∈Vj

vi

=
∑

i∈V1

vi + d

(

n
∑

i=1

vi −
∑

i∈V1

vi

)

= (1− d)
∑

i∈V1

vi + d

n
∑

i=1

vi.

Logo, (λ− d)

n
∑

i=1

vi = (1− d)
∑

i∈V1

vi.

�

No Teorema 7.26 mostramos que todo autovalor λ da matriz tridiagonal Rk de

uma árvore Qd,k é um autovalor principal de tal árvore.

Teorema 7.26 Seja Qd,k uma árvore completa quase-regular. Os autovalores da

matriz tridiagonal Rk são autovalores principais de Qd,k.

Demonstração. Seja Qd,k uma árvore completa quase-regular e a sua matriz tri-

diagonal Rk.

Pelo Lema 7.14, se λ é um autovalor de Rk com autovetor w = (wi) então λ é

um autovalor de Qd,k cujo autovetor v = (vi) possui coordenadas definidas por

vi =

√

n1

nj

wj para todo i ∈ Vj ,

onde j ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Do Teorema 7.25, (λ− d)

n
∑

i=1

vi = (1− d)
∑

i∈V1

vi. Assim,

(λ− d)

n
∑

i=1

vi = (1− d)n1w1. (7.15)

Suponhamos, por absurdo, que
∑n

i=1 vi = 0.

Como Qd,k não é um grafo regular e possui o grau máximo ∆ = d segue,

do Teorema 2.18, que o ı́ndice desta árvore é estritamente menor do que d. Da

equação (7.15),
∑n

i=1 vi = 0 implica que (1− d)n1w1 = 0. Como d > 1 e n1 > 1 te-

mos que w1 = 0, o que contradiz o Lema 7.13. Logo,
∑n

i=1 vi 6= 0 e por conseguinte,

λ é um autovalor principal de Qd,k.

�

Do Teorema 2.3, os autovalores da matriz tridiagonal Rk de uma árvore

completa quase-regular Qd,k são todos distintos e, portanto, Qd,k possui exa-

tamente k autovalores principais. Por exemplo, os autovalores principais da

árvore Q3,5, dada na Figura 7.4, são os autovalores da sua matriz tridiagonal R5:

−
√√

17+9√
2

,

√√
17+9√
2

,−
√

9−
√
17√

2
,

√
9−

√
17√

2
e 0.

Do Lema 7.5, temos que o polinômio caracteŕıstico da matriz tridiagonal Rk

de uma árvore completa quase-regular Qd,k é definida pela recorrência definida em

(7.4). No Corolário 7.27, apresentamos o polinômio caracteŕıstico principal de Qd,k.

Corolário 7.27 O polinômio caracteŕıstico principal de uma árvore completa quase-

regular Qd,k é o polinômio qk(x) definido pela recorrência























q0(x) = 1;

q1(x) = x;

qm(x) = xqm−1(x)− (d− 1)qm−2(x), 2 ≤ m ≤ k − 1;

qk(x) = xqk−1(x)− dqk−2(x).
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Caṕıtulo 8

Considerações finais

No decorrer deste caṕıtulo, destacamos as nossas contribuições e apontamos

posśıveis linhas de pesquisa para desenvolvimento futuro.

Dentre as nossas principais contribuições destacamos: a caracterização dos grafos

conexos bipartidos de ordem n tais que −1−λmin é um autovalor principal do grafo;

a identificação de algumas classes de grafos conexos bipartidos para os quais o menor

autovalor é não principal e a determinação do espectro principal dos caminhos e das

duplas estrelas. Além disso, constrúımos uma classe de grafos (que chamamos grafos

foguete) com uma partição equilibrada com três células e exatamente três autovalores

principais. Em sequência, apresentamos uma condição necessária e suficiente para

que um grafo com uma partição equilibrada com três células possua exatamente dois

autovalores principais.

A partir de nossa investigação sobre autovalores principais em árvores de Bethe

generalizadas, obtivemos uma condição necessária e suficiente para que um autovalor

não nulo de tais árvores seja não principal. Aplicamos os resultados obtidos para

determinar a quantidade de autovalores principais das árvores completas quase-

regulares, que constituem uma subfamı́lia das árvores de Bethe generalizadas.

Como sugestões para trabalhos futuros, propomos continuar investigando auto-

valores principais em árvores de Bethe generalizadas. Nesta linha, destacamos as

duas conjecturas propostas no Caṕıtulo 7, a saber: árvores de Bethe com k ńıveis

possuem exatamente k autovalores principais e o número de autovalores principais de

árvores de Bethe generalizadas com um número par de ńıveis coincide com o número

de ńıveis. Ainda está em aberto a questão do número de autovalores principais em

árvores de Bethe generalizadas com um número ı́mpar de ńıveis.
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Índice Remissivo
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