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Resumo da Tese apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios
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UM ESTUDO SOBRE A MATRIZ DISTANCIA DE GRAFOS

Joice Santos do Nascimento

Abril /2018

Orientadores: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas

Renata Raposo Del-Vecchio

Programa: Engenharia de Producao

Neste trabalho, discutimos aspectos importantes de duas familias de grafos: os
caterpillar e os threshold, com o objetivo de determinar a multiplicidade de auto-
valores da matriz distancia desses grafos e o nimero de autovalores distintos. Para
alguns desses grafos, conseguimos descrever exatamente os autovalores ou localiza-
los entre cotas melhores que as encontradas na literatura. Também determinamos
um novo parametro do grafo threshold que esté associado tanto a estrutura quanto
a aspectos espectrais do grafo. Esse parametro nos permitiu determinar a multi-
plicidade de alguns autovalores quanto o nimero de autovalores distintos. Por fim,
verificamos que grafos com quatro ou cinco autovalores distintos sdo caracterizados

por seu espectro.
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In this thesis we discuss important aspects of two families of graphs: Caterpillar
and Threshold graphs. Our goal is to determine the multiplicity of the distance
eigenvalues and the number of distinct distance eigenvalues for these graphs. For
some graphs within these families, we are able to describe exactly the eigenvalues
or locate them between better bounds than those found in the literature. We also
determine a new parameter to threshold graphs which is associated with the struc-
ture as well as spectral aspects of the graph. This parameter allow us to calculate
the multiplicity of some eigenvalues and the number of distinct distance eigenval-
ues. Finally, we verify that the threshold graphs with four or five distinct distance

eigenvalues are characterized by their spectrum.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Espectral de Grafos procura estudar propriedades intrinsecas de um
grafo através do espectro de diversas matrizes a ele relacionadas, tais como as ma-
trizes de adjacéncia, laplaciana, laplaciana sem sinal, distancia e outras. Entre os
diversos problemas discutidos pela Teoria Espectral de Grafos estao a determinagao
de autovalores de matrizes e sua multiplicidade, a localizagao dos mesmos, a carac-
terizacao de grafos a partir de seu espectro e determinacao de cotas minimas para
o numero de autovalores distintos.

O objetivo desse trabalho é estudar o espectro da matriz distancia de algumas
familias de grafos com o intuito de localizar e determinar seus autovalores bem como
a multiplicidade dos mesmos.

Em 1971, GRAHAM e POLLACK [I] estabeleceram a relacao entre o niimero de
autovalores negativos da matriz distancia de um grafo e o problema de abordagem
de sistemas de comunicagao. Eles também provaram que o determinante da matriz
distancia de uma arvore depende apenas de seu nimero de vértices [I]. A partir
desse ponto, varios mateméaticos passaram a estudar a matriz distancia de grafos,
bem como suas propriedades espectrais.

No Capitulo 2, fazemos uma busca na literatura sobre matrizes distancia de
arvores e de grafos threshold, tais como uma caracterizagdo da inversa da matriz
distancia de uma arvore determinada em [2], o espectro da matriz distdncia de
um caminho [3], o estudo dos autovalores simples da matriz distdncia de grafos
threshold 4] e outras vérias observagoes mais gerais acerca de matrizes e grafos.
Ainda abordamos alguns elementos estruturais de grafos cordais [5], como uma classe
que contém os grafos threshold.

No Capitulo 3, desenvolvemos nosso estudo sobre a matriz distdncia de uma
familia de arvores, os grafos caterpillar. Em [6], COLLINS determinou uma cota
minima para a multiplicidade de —2 como autovalor da matriz distancia de uma
arvore, e em [7] MERRIS, alguns autovalores foram localizados em daods intervalos

reais. Usamos esses fatos como ponto de partida de nosso estudo e conseguimos



determinar a multiplicidade de —2 como autovalor da matriz distancia de qualquer
grafo caterpillar.

Um resultado conhecido sobre grafos é que o nimero de autovalores distintos da
matriz de adjacéncia é no minimo o didmetro do grafo mais uma unidade; ja no
caso da matriz distancia isso nao ocorre. Em [§] foi estabelecido que o niimero de
autovalores distintos da matriz distancia de uma arvore ¢ no minimo a metade de
seu diametro. N6s determinamos exatamente o niimero de autovalores distintos da
matriz distancia dos grafos caterpillar.

Em [6], COLLINS descreveu uma técnica para determinar fatores do polinémio
caracteristico da matriz distdncia de um grafo qualquer. Ao tratar de uma dupla
vassoura equilibrada (ou duplo cometa equilibrado), a autora cometeu um erro em
sua técnica; na Sec¢ao 3.2 corrigimos tal erro e calculamos o polinémio caracteristico
da matriz distancia da dupla vassoura equilibrada.

No Capitulo 4 estudamos da matriz distancia de grafos threshold, que sao grafos
definidos por uma sequéncia binaria. JACOBS et al [4] provaram que todo autovalor
da matriz distancia que for distinto de —2 e —1 é simples. Usamos esse resultado
como ponto de partida para determinar quando —1 e —2 sao autovalores da matriz
distancia de um grafo threshold e, em caso afirmativo, obter suas multiplicidades.
Para realizar esse estudo definimos, na Secao 4.1, um novo parametro, a variagdao
bindria, que nos permite descrever alguns aspectos do espectro da matriz distancia
de grafos threshold tais como a multiplicidade exata de —1 e —2 como autovalores
e o numero de autovalores distintos. Ainda neste capitulo, estudamos os casos
extremos, onde a variacao binaria é minima ou méxima. Na Secdo 4.4 aplicamos
os resultados encontrados para estudar grafos threshold com 4 ou 5 autovalores
da matriz distancia distintos. Na Secao 4.5, estendemos nosso resultados a duas
familias de grafos threshold estudados em [9] e [10]. E na Segdo 4.6 estudamos
grafos threshold como uma subclasse de grafos cordais e sua relacdo com a variagao
binéria.

No Capitulo 5 apresentamos a conclusao dos fatos aqui descritos e propostas

para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Conceitos basicos

Nesse capitulo apresentamos alguns conceitos basicos sobre Teoria de Matrizes,

de Teoria de Grafos e de Teoria Espectral de Grafos.

2.1 Conceitos basicos sobre Teoria de Matrizes

Nessa secao vamos revisar alguns contetidos sobre Teoria de Matrizes. Tais resul-
tados envolvem matrizes quadradas e simétricas, visto que nosso interesse é estudar
os autovalores dessas matrizes. Os conceitos aqui abordados podem ser encontrados
em [11] e [12].

Seja C' = [¢;;] uma matriz quadrada de ordem n com entradas reais. A matriz
transposta de C' é a matriz C* = [e;;] satisfazendo a e;; = ¢;; para 1 <i,5 < n. Se
C = C" dizemos que a matriz C' é simétrica.

O posto de uma matriz C de ordem n x m é o nimero de linhas ou colunas

linearmente independentes de C'.

Definigao 2.1.1. Uma matriz quadrada C = [c;;] de ordem n x n € dita tridiagonal
se ¢;; = 0 sempre que |i — j| > 1.

cnn ¢z 0

C21 Ca2 Ca3

0 c32 c33
C =
Cpn—2n—1 0
0 0 Cn—1n—2 Cn—1n—-1 Cn—1n
0 0 0 Cnn—1 Cnn

Observagao 2.1.2. Podemos verificar que o posto de uma matriz tridiagonal C €
no minimo n — 1 se ¢;; # 0 sempre que 1 = j + 1. De fato, a submatriz quadrada

C" formada pelas linhas 2,3,...n e pelas colunas 1,2,...n — 1 serd uma matriz



triangular superior com determinante ndo nulo, ji que sua diagonal principal é

formada por elementos nao nulos.

Co1 C22 C23 0

0 c32 c33

C' =

Cn—2n—1

Ch—1n—2 Cn—1n-—1

0 0 Cnn—1

Entao C' possuiun — 1 linhas (ou colunas) linearmente independentes.

Uma maneira de determinar o posto de uma matriz C' de ordem n é fazer uso
de operacgoes elementares, por vezes lancaremos mao desse recurso. Denotaremos
as operacoes entre linhas por R; < aR; + OR;, para algum 1 < 4,5 < n, com
a e b constantes reais, que significa que vamos trocar a linha R; da matriz C' pelo
resultado da operagao aR;+bR;. Analogamente, as operagoes colunas sao denotadas
por C; <= aC; + bCj para algum 1 < 4,7 <n com a e b constantes reais.

Sejam C e C' duas matrizes de mesma ordem onde C’ é o resultado de uma ou
mais operacoes elementares aplicadas a C, entdao dizemos que C' e C” sao equivalen-
tes.

Algumas notagoes de matrizes sao necessarias tais como a matriz J, , é a matriz
de ordem p x g onde todas as entradas sao iguais a 1, I, ¢ a matriz identidade de
ordem p e o vetor k,, é o vetor coluna de p entradas iguais a k constante real.

O polinomio caracteristico de uma matriz C' de ordem n é definido pelo polino-
mio monico pe(A) = det(Al, — C). Se C é uma matriz simétrica, as raizes de seu
polinémio caracteristico sao todas reais e sao chamadas de C-autovalores e ao mul-
ticonjunto desses C-autovalores chamamos de C-espectro. Se A é um C-autovalor
entao existe uma matriz coluna nao nula w com n linhas tal que C'w = Aw, chamamos
w de C-autovetor associado a A.

Uma particdo de um conjunto S é uma colecdo de subconjuntos nao vazios
S1,59,...,5 de Staisque S;NS;=Tsei#jeS=5USU...US.

Defini¢ao 2.1.3. [13] Seja X = X3 U Xy U ... U X; uma particio do conjunto
{1,2,...,n} e |X;| = n;. Vamos descrever a matriz C como matriz dos blocos

correspondentes a particio X na forma:

Cl,l c Cl,l

Assim cada bloco C; ; tem ordem n; x n;. Dizemos que X € uma particao equili-

brada de C' quando em cada bloco C;; temos que a soma de cada linha é constante.

4



Teorema 2.1.4. [153] Consideremos X uma parti¢ao equilibrada de uma matriz
quadrada C de ordem n onde em cada bloco C;; a soma de suas linhas é constante
e tgual a c;j. Seja C' = (¢ij)iy, entao os autovalores ndo nulos de C' pertencem ao

C-espectro, levando em conta as multiplicidades.

Outro teorema importante da Teoria de Matrizes é o Teorema de Perron-

Frobenius, porém antes de o enunciarmos precisamos de algumas defini¢oes.

Definicao 2.1.5. [13] Dizemos que uma matriz C' € nao-negativa (ou positiva)
quando todas as suas entradas sao nao-negativas (ou positivas).
Dizemos que uma matriz simétrica C' é irredutivel quando nao existe uma matriz de

permutacio P tal que a matriz PC'P' € escrita da sequinte forma

Y W
0 7

onde Y e Z sdo matrizes quadradas e O representa uma matriz nula. Caso contrdrio,

dizemos que C' € uma matriz redutivel.

Teorema 2.1.6. [13] (Teorema de Perron-Frobenius). Suponhamos que C' seja
matriz simétrica, nao negativa e irredutivel, e que ¢y > co > ... > ¢, Sejam seus

autovalores em ordem nao crescente. Entao

e c; >0 e existe um autovetor com todas as entradas positivas associado a ele;
® | > Cy;
e |¢;| < ¢y, para todoi € {1,2,...,n}.

Pelo Teorema de Perron-Frobenius temos que o maior autovalor de uma matriz
simétrica, nao negativa e irredutivel é simples. Tal autovalor é chamado de raio
espectral e também é alvo de varios estudos, como veremos nas proximas segoes.
O raio espectral de C' serda denotado por po e o autovetor positivo e unitario x.
associado a pc é chamado de vetor de Perron.

Ainda usaremos o teorema a seguir, conhecido como Teorema do Entrelacamento

para matrizes.

Teorema 2.1.7. [11] Sejam C uma matriz simétrica de ordem n e M uma matriz
de ordem n x m, ambas com entradas reais, tal que M'M = I,, e n > m. Sejam
c1>C> ... >, edy >y > . > autovalores de C' e M'C' M, respectivamente.

Entao para cada i, 1 <1 <m, vale
Cn—m+i S C; S Ci.

Veremos algumas aplicagoes do teorema do entrelagamento nesse trabalho. Em
geral, nos valemos dele para localizar autovalores, determinar cotas minimas para

suas multiplicidades, entre outras aplicagoes.



2.2 Conceitos basicos sobre Teoria de Grafos

Os conceitos aqui abordados podem ser encontrados em [I3] e [5]

Seja G = (V, E) um grafo simples, ndo orientado com n vértices, onde V é o
conjunto de vértices e E o conjunto de arestas. Dizemos que dois vértices u e v de G
sdo adjacentes se existe a aresta {u,v} € E. Dada uma aresta {u,v} € E dizemos
que {u,v} incide em v (e em u).

O grau de cada vértice v € V ¢ igual ao nimero de arestas que incidem nele.
O grau maximo de G, denotado por A, é o maior grau dentre todos os graus de
vértices de G e o grau minimo, denotado por 9§, é o menor grau dentre os graus de
todos os vértices de GG. Se algum vértice v de G tem grau igual a 1 dizemos que v é
um vértice pendente de GG. Um grafo G é dito reqular quando os graus de todos os
seus vértices sao iguais.

Quando G' = (V' E') é um grafo satisfazendo V' C V e E' C FE escrevemos
G' C G e dizemos que G’ é um subgrafo de G. Quando G' C G é tal que dois
vértices sao adjacentes em G’ se e somente se eles sao adjacentes em G, dizemos que
G’ é um subgrafo induzido de G.

Um grafo G = (V, E) é dito completo quando para quaisquer vértices v; e v; € V
temos que {v;,v;} € E. Um grafo completo com n vértices serd denotado por
K,. Seja G = (V, E) um grafo, dizemos que um subconjunto nao vazio V' C V é
um conjunto independente se {v,u} ¢ F, para todos v,u € V'. Dizemos que um
conjunto V' C V' é uma clique se {v,u} € E para todos u,v € V'. Chamamos de
numero clique w o nimero de vértices da maior clique do grafo. Um grafo G = (V| F)
é dito multipartido completo quando seu conjunto de vértices pode ser escrito como
unido de subconjuntos Vi, Vs,...V; de V de modo que V; NV, = @&, se i # j,
V=VuWu...UV, e{v,u} € E se, e somente se, u € V; ev € V; com i # j. Um
grafo multipartido completo serd denotado por K, n,.. », onde , |V;| = n; para todo
1=1,2,...,l com n =n;+ns+...+mn;. Em particular, quando [ = 2 dizemos que
Ky, n, ¢ um grafo bipartido completo. Uma estrela ¢ um grafo bipartido completo
onde n; = 1, ou seja, é o grafo K ,_; com n > 2.

Uma sequéncia finita vy, vs,...,v; de vértices de um grafo G' é dita uma cadeia
quando {v;,v;11} € E, para todo i = 1,2,...,j — 1. Uma cadeia é dita fechada
(respectivamente, aberta) quando v; = v; (respectivamente, v; # v;). Dada uma
cadeia vy, vg, ..., v; de vértices dois a dois distintos, denotaremos por P, o subgrafo
formado pelos vértices desta cadeia e pelas arestas {v;,v;11}, @ = 1,2,..., 0 —1e
dizemos que P, é um caminho de comprimento [ — 1 do grafo. Dada uma cadeia
fehada vy, ve,...,v na qual v; = v; se, e somente se, ¢ = 1 e j = [, denotaremos
por C; o subgrafo formado pelos vértices desta cadeia e pelas arestas {v;, vy},

1=1,2,...,1 —1 e dizemos que C; é um ciclo de comprimento [ do grafo.



Um grafo G é dito conexo se para quaisquer dois vértices u e v de G existe pelo
menos um caminho que os liga. Um grafo 7" é uma drvore se é um grafo conexo sem
ciclos. Da literatura sabemos que se n é o niimero de vértices de uma arvore entao
seu niamero de arestas é n — 1. Um vértice pendente de uma arvore T é chamado
de folha. Um vizinho pendente ou quase-folha é um vértice adjacente a um vértice
pendente ou a uma folha.

Sejam Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Vs, Ey) grafos com Vi NV, = @. O grafo unido
G1 UG5 é aquele cujo conjunto de vértices é dado por V;UV; e o conjunto de arestas
¢ dado por E; U E,. O grafo join de G; e G5 é obtido de G; U G5 unindo-se cada
vértice de G; com todos os vértices de GG por uma aresta, e é denotado por GV Gs.

Neste trabalho também estudamos uma classe de grafos chamada threshold. Tal
classe possui aplicagoes em varias areas como psicologia, sincronizagao de proces-
sos paralelos, eficiéncia e estabilidade de estruturas de redes, entre outras [14, [15].
Provavelmente, devido as inimeras aplicagoes, a classe de grafos threshold é caracte-
rizada de vérias maneiras, entre elas temos grafos livres de { K U Ky, Cy, Py}, grafos

nested split, unigrafos e, por fim, através de uma sequéncia binaria.

Definicao 2.2.1. [T1] Um grafo threshold G = (V, E) com n vértices é definido por
uma sequéncia bindria (by, by, ..., b,) onde b; = 0 representa adigio de um vértice
isolado e b; = 1, representa adi¢io de um vértice dominante (o vértice v; é domi-
nante se {v;,v;} € E para todo j < i). O numero de entradas unitdrias da sequéncia
bindria é chamado de traco do grafo, e serd denotado por T. Por convengdo, defini-
mos que by =0 e b, =1 em todo grafo threshold, ou seja, todo grafo threshold aqui

mencionado serd conezo.

Exemplo 2.2.2. A Figural[4.13 mostra a construgio do grafo threshold definido pela

sequéncia bindria (0,0,1,1,1,0,0,1) que tem 8 vértices e trago 4.

Figura 2.1: Grafo threshold (0,0,1,1,1,0,0,1)
Uma subclasse de grafos threshold que também estudamos é a de grafos split-
completos:

Definicao 2.2.3. Um grafo G = (V, E) é dito split-completo quando ele é o resultado
do join de um grafo completo K, e a unido de b vértices, ou seja, G = bK, V K,.

Nesse caso, temos que os vértices de bKy formam um conjunto independente.
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Exemplo 2.2.4. O grafo abaizo é um grafo split-completo onde o conjunto de vér-
tices {1,2,3,4} € independente e {4,5,6,7,8,9} forma uma clique maxima de G,
portanto podemos escrever G = 4K, V Kjx:

Figura 2.2: Grafo split-completo

O grafo do Exemplo [2.2.4] é um grafo threshold, basta ver que ele é definido pela
sequéncia binaria (0,0,0,0,1,1,1,1,1). Isso se di pelo fato que todo grafo split-
completo com numero clique w é um grafo threshold de traco 7 = w — 1 definido
pela sequéncia binaria (b, bs, ..., b,) onde b; = 0, paratodoi =1,...,n—7,eb; =1

paratodoi=n—7+4+1,...,n.

2.3 Conceitos basicos sobre Teoria Espectral de
Grafos

Agora vamos apresentar alguns conceitos sobre Teoria Espectral de Grafos que
podem ser encontrados em [I], [2], [4], [6], [7], [8], [13] e [16].

A partir desse ponto considere sempre G = (V,E) um grafo conexo com n
vértices. A matriz de adjacéncia A = (a;;),, de G é a matriz quadrada de ordem n

cujas entradas sao:

{ 1, se {v;,v;} € E, para v;,v; € V
Cll'j =

0, caso contrario.

A matriz distdncia D = (d;;) de G é a matriz quadrada de ordem n cujas as
entradas d;; sao dadas pela distancia entre os vértices v; e v;, isto €, pelo nimero de
arestas de um menor caminho que os liga em G. Observe que a diagonal principal
de D é nula, pois, para todo i = 1,...,n, d; denota a distancia de um vértice a si

mesmo. O didmetro de G, denotado por diam(G) é a maior entrada da matriz D.



Como o grafo é nao orientado, temos que as matrizes de adjacéncia e distancia
sao simétricas e, portanto, seus respectivos autovalores sao reais e seus espectros sao

representados, em ordem nao crescente, por:

Speca(G) = (A, Ag, ooy An)
Sp@CD(G> = (ah Q, ... 7an)'

Uma questao também avaliada em Teoria Espectral de Grafos é a do nimero
de autovalores distintos de uma matriz associada a um grafo. O proximo teorema

responde essa questao no caso da matriz de adjacéncia.

Proposicao 2.3.1. [15] Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices

e diametro d, entdo A possui no minimo d + 1 autovalores distintos.

No caso da matriz distancia, o nimero de D-autovalores distintos pode nao
depender do didmetro do grafo, como podemos ver em exemplos em [I7]. Nesse
trabalho respondemos essa questao para o caso de uma subclasse de arvores.

Vamos usar a seguinte notagao:

Definigao 2.3.2. Se C é uma matriz simétrica associada a um grafo G, denotamos

o numero de C-autovalores distintos de G por:
Ne(G).
Assim a Proposicao afirma que Ma(G) > d+ 1.

Dado um grafo qualquer G temos que A é o grau maximo e ¢ seu grau minimo.
Agora consideremos Aj e do 0 segundo grau maximo e o segundo grau minimo de
G, respectivamente. Observe que se existem pelo menos dois vértices de G com
grau maximo temos que A = A,. Analogamente, se temos pelo menos dois vértices
de G tem grau minimo § = d3. Os proximos teoremas determinam cotas superior e
inferior para o raio espectral da matriz distancia em func¢ao dos primeiros e segundos

graus maximos e minimos de G.

Teorema 2.3.3. [18] Seja G um grafo com n vértices, grau mdzimo A, sequndo

maior grau Ao e raio espectral ay. Entdo

ar > /(20 —2 - A)(2n -2 - Ay),
com igualdade se e somente se G é um grafo reqular com diametro menor ou igual
a 2.

Teorema 2.3.4. [18] Seja G um grafo com n vértices com diagmetro d, grau minimo

0, seqgundo grau minimo Oy e raio espectral cv. Entao

d(d
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com igualdade se e somente se G é um grafo reqular com diametro menor ou igual
a 2.

Em [I9] foi provado o seguinte resultado sobre as coordenadas do vetor de Perron

da matriz distancia de um grafo qualquer.

Teorema 2.3.5. [19] Sejam G um grafo, u,v,u’ e v' vértices de G tais que u' e
v' sdo vértices pendentes a u e v, respectivamente. Considere x, a componente do
vetor de Perron xp correspondente a um vértice z qualquer de G e raio espectral o .

Entao (aq + 2)(xy — xy) = pp(xy — ).

Observe que se u = v no teorema acima teremos que xz,, = T, Ou seja, as
coordenadas do vetor de Perron associadas a folhas vizinhas de um mesmo vértice
sao iguais. Mais tarde veremos que esse teorema se aplica a outros autovetores.

A seguir apresentamos alguns resultados encontrados na literatura sobre a matriz

distancia de uma Aarvore.

2.3.1 Sobre arvores

Um dos primeiros resultados provados em relacao a matriz distancia foi o teorema
que garante uma férmula para o determinante da matriz distancia de arvores, dado

por GRAHAM e POLLACK em 1971 [I].
Teorema 2.3.6. [1] Se T é uma drvore com n > 2 vértices entdo
det(D) = (—1)"*(n — 1)2"2

Observe que o determinante da matriz distancia de qualquer arvore depende
apenas de n, seu niimero de vértices, e independe da estrutura da arvore. No mesmo
artigo foi calculado o determinante da matriz distancia de um grafo qualquer.

Outro resultado importante sobre arvores que usaremos aqui € o teorema que

determina a inversa da matriz distdncia de uma arvore, demonstrado em [2] por

LOVASZ e GRAHAM.

Teorema 2.3.7. [2] Sejam T € uma drvore com n > 2 vértices, A = (a;j)n sua
matriz de adjacéncia e r; o grau do vértice v; para i = 1,2,...,n. Entdo a inversa
da matriz distancia D de T é D™ = (d};) dada por:

- . .
0 = (2-r)2—ry) 2 set=]
! 2n —2 %sei%j

Através do Teorema RUZIEH e POWERS [3] determinaram os D-

autovalores de um caminho com n > 2 vértices.
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Teorema 2.3.8. [3/ Seja P, um caminho com n > 2 vértices. Os D-autovalores «;

e seus respectivos D-autovetores w; = (W', wh,...,w") de P, sdo dados por:
1 1
1. a; = cosh(6) 1 w), = cosh((k — f)0), onde f = n—21— e 0 € uma solugao
1
positiva da equacao tanh <y> tanh <ny> =—;
2 2 n
2 1wk = cos(k ~ )0), ond
oy = ——— w;, = cos((k — , onde
cosf—1" *
1 -1 -1
o [ = nt e é uma das {HJ solucoes de tan (y) tan (ny) = —
2 2 2 n
no intervalo (0,7), ou
1 2m — 1
o f=—-el= m ﬂcomm:1,2,...,{nJ.
2 n 2

Em [§] foi prosposto o estudo do nimero de D-autovalores distintos de uma

arvore e foi provado o seguinte resultado:

i d
Proposicao 2.3.9. [§] Seja T wma drvore. FEntdio T tem no minimo {2—‘ D-

autovalores distintos.

A importancia da Proposi¢ao [2.3.9 estd no fato de que, em relagao a algumas
matrizes, como a matriz de adjancéncia A, o nimero de autovalores distintos tam-
bém depende do didmetro, como foi visto na Proposi¢ao [2.3.1] No mesmo artigo é
colocada a conjectura de que para arvores vale a relacao entre o didmetro e o niimero
de autovalores distintos da matriz distancia, como no caso da matriz A.

Ainda sobre arvores, temos algumas desigualdades que foram provadas por
MERRIS [7].

Proposigao 2.3.10. [7] Seja T wma drvore com ny folhas e n| quase-folhas.
1. Se a é um D-autovalor de T com multiplicidade k, entdo k < n;.
2. Entre os D-autovalores de T', o = —2 ocorre com multiplicidade no minimo
ny—ny — 1.
3. Se o diametro de T € d, entao

—1
n < 7‘
* =TT cos(-=)

d+1
[ ] aL%J > _1;
o vy >—1;
® (p—n!+2 <=2

° a,, > —2;
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® p—ny+42 S —2.

A segunda afirmagao da Proposicao [2.3.10 foi melhorada por COLLINS em [6]

como podemos ver abaixo:

Teorema 2.3.11. [6] Seja T uma drvore com ny folhas e ny quase-folhas. Entao,
entre 0s autovalores da matriz distancia de T, —2 ocorre com multiplicidade no

s /
mwmnwmo ny — ny.

Em nosso trabalho estudamos alguns grafos em que essa cota minima é alcangada.

2.3.2 Sobre grafos threshold

Na busca de propriedades espectrais de grafos threshold encontramos, em [4], o

seguinte teorema:

Teorema 2.3.12. [} Seja D a matriz distincia de um grafo threshold G. Entao
todo autovalor o # —1,—2 de G € simples.

No Capitulo 4 usamos o teorema acima para obter uma descricao completa do

numero de D-autovalores distintos de um grafo threshold.
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Capitulo 3

Os D-autovalores de grafos

caterpillar

3.1 Resultados

Nesse capitulo expomos novos resultados sobre os D-autovalores de uma familia
de arvores chamada caterpillar. Pela Proposicao temos uma cota minima
para a multiplicidade de —2 como um D-autovalor de uma arvore qualquer. Nosso
objetivo nesse capitulo é determinar, exatamente, a multiplicidade de —2 e o niimero

de D-autovalores distintos de qualquer grafo caterpillar.

Definicao 3.1.1. [20] Grafos caterpillar sao drvores que ao removermos todas as
folhas obtemos um caminho. Em outras palavras, sejam d > 3, n > d e p =
(p1, P2y -+, Pa—1) tais que p; sao inteiros nao negativos para i = 1,2,....d — 1,
>l per>len=p +p+...+ps1+d—1. O grafo caterpillar C(p) é uma
drvore com n vértices, diametro d, obtido identificando-se um vértice de maior grau

de cada estrela Ky p,, Kip,, ..., Ki1p, , com os vértices do caminho Py_;.

Se p; = 0 para todo i = 2,3,...,d —2 e p; = pg—1 = 1 temos que o caterpillar
C(p) é o caminho Pyi1. Se p; = 0 para todo i = 2,3,...,d —2 com p; > le
pa—1 > 1 temos que o caterpillar C(p) é a dupla vassoura ou duplo cometa, denotado
por V(t,s,d),onden=t+s+d—1,t=p;,s=pg1es>t. Sepr=1epg1>1
temos que a dupla vassoura é chamada apenas de vassoura ou cometa e denotada
por V(1,s,d) onde n =d + s.

Exemplo 3.1.2. Nas figuras abaizo apresentamos alguns exemplos de grafos carte-
pillar de diametro d = 4:
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Figura 3.1: Pse V(1,5,4)

10 8 7 11 10

1 2 3 5 1 2
L o ® L

1 13 g ] 1 13

Figura 3.2: V(5,5,4) e C(5,2,5)

Observacao 3.1.3. Sep (p1,02, -+, Pa-1) €P" = (Pa-1,---,P2,P1) entao os grafos
caterpillars C(p) e C(p*) sao isomorfos. Por exemplo:

SURRCS

Figura 3.3: (C(2,3,1) = C(1,3,2)
Em |3 H RUZIEH e POWERS determinaram o D-espectro de um caminho (Teo-
rema, [2 e nosso préximo lema distingue cada um dos D-autovalores.
Lema 3.1.4. Os D-autovalores do caminho P, sdo todos simples.

Demonstracgao: Sabemos, pelo Teorema [2.1.6] que o D-raio espectral de P, é
um autovalor simples; vamos provar que os demais autovalores também sao simples.

1
Pelo Teorema 2.3.8/temos que os demais D-autovalores de P, sdao: a; = osf—1
cosf —
—1 —1
onde # é uma das Vb2J solugoes de tan (g) tan (Zy> = — no intervalo (0,7),
n
2m — 1
ouf = m ’/TCOIHm:l,Q,...,ﬁ.
n 2

n—1
Como no intervalo (0,7) a fungdo cosseno é bijetora, as {QJ solugoes de

-1 -1
tan (g) tan (T;y> = — implicam em VLQJ D-autovalores dois a dois distin-
n

2m — 1
tos. A funcdo que relaciona cada m € {1,2,..., {ZJ} a m T € (0,m) é
n

n
injetora, assim temos mais {QJ D-autovalores distintos entre si. E ainda, se 6
2m — 1

0
fosse igual 7 para algum m € {1,2,..., ng}, terifamos que cos (77,2> =
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0
cos ((Qm — 1)72T> = 0. Logo nao existiria tan (T; . Assim os autovalores obtidos

-1
pelos valores de 6 que sao solugao de tan (g) tan <7%2y) = — em (0, 7) sado distin-
n
tos dos autovalores obtidos de 6 = m- m para algum m = 1,2,..., V;J Logo,
n
todos os autovalores de P, sao simples. m

Na Proposi¢ao 7?7, Merris estabelece uma cota minima para a multiplicidade de
—2 como D-autovalor de uma arvore. Ja na Proposigdo [2.3.11], Collins melhora essa
cota minima, afirmando que para uma &rvore G temos que mp(—2) > n; —nj, onde
ny é o nimero de folhas de G e n} é o niimero de quase-folhas de G. Vemos no
préximo teorema que para as duplas vassouras mp(—2) = n; —nj.

Teorema 3.1.5. Seja a dupla vassoura V (t,s,d) comn =1t + s+ d — 1 vértices e
diametro d > 3. Entao, a multiplicidade de —2 como D-autovalor de V(t,s,d) é
dada por:

n—d, sed=2 modb6
n—d—1, caso contrario.

mo(-2) = {

Demonstragao: Considere a rotulagdo de uma dupla vassoura V (¢, s,d) como
abaixo:

t+d

1+2 1+3 t+4 103 tegen o1
@ @ ® - -+ - ® @

Figura 3.4: Dupla vassoura V' (¢, s, d)

Entao, sua matriz distancia D pode ser expressa em blocos como abaixo:

0 2 2 1 2 d—1, d d ... d
2 0 2 1 2 d—1, d d d
1 | :
2 2 ... 0 CLoo2 d-1, d d ... d_
1 1 1 : 1 d—2:d—1 d—1 d—1
2 2 1 0 d—3,d—2 d—2 d— 2
: 1 1 :
d-1 d—1 ... d-1,d-2 d=3 ... 0 i 1 1 . 1
d d d d—1 d—2 170 2
d d d :d—l d—2 . 1 : 2 0 2
N N | | N
d d d 'd—1 d—2 12 2 0



Como a multiplicidade de —2 ¢é igual a nulidade da matriz D + 21, ou seja, a
diferencga entre n e o posto da matriz D + 21, vamos calcular esse posto.

2 ... 2 1 2 d—1, d d
o l
2 11 p d—11 d ... d
1 1 7 2 1 od=27d—1 ... d—1
9 2 1 p d—3"'d—2 d—2
D+2I= o 1 s
d—1 d—1'd—2 d—3 1 1
d d 'd—1 d=? 22
d d 1d-1 d-2 I
| |
4 .. d od—1 d—2 12 2]

Observemos que as t primeiras linhas de D + 2I sao iguais, assim como as s
ultimas linhas de D + 21 (tais linhas correspondem as folhas de V' (¢, s,d)). Por isso
o posto da matriz D + 2] é no maximon —s—t+2 = d+ 1, o que confirma que —2
é D-autovalor de V' (¢, s, d) com multiplicidade maior ou igualat+s—2=n—d—1,
como foi visto no Teorema [2.3.11] E ainda, se utilizarmos as seguintes operagoes
elementares R; < R; — R; para todo? =1,...,t — 1, R; + R; — R;.4 para todo
t=t+d+1,....neC; < C;—Cyparatodoi=1,...,t —1e(C; < C; —Cy+d
para todoi=t+d+1,...,n, teremos que as entradas nao nulas da matriz D + 21
resultam na submatriz D’ + 21, onde D' (abaixo descrita) é a matriz distancia do
caminho Py, .

0 1 2 ood—=1 d
1 0 1 oo d—=2 d-1
2 1 0 . d—=3 d—2
d—1 d—-2 d—-3 ... 0 1
d d—1 d-2 1 0

Pelo Teorema tem-se que os D-autovalores de Py, distintos do raio es-
1 y d+ 1)y>

pectral, sdo a; = ———— onde 6 ¢ uma das solugoes de tan () tan (
cost — 1 2 2
-1 2m — 1
P intervalo (0,7) ou 0 = W

d+1
param =1,..., {;J Vamos estu-
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dar quando «; = —2 para algum 1:

o; = -2
1
)
cost — 1
0—1 1
cosh —1 = —=
2
1
g = —
cos 5

T
Como # € (0,7), temos que 6 = 3 Agora precisamos verificar para quais valores

1 -1
de d temos que 0 = T satisfaz a equacao tan (y) tan M = —— ou
3 2 2 d+1
(2m — 1)m d+1
0 11 para algum m | T
e No primeiro caso temos:
tan <W> tan M — 1
6 6 d+1
(d+1)m -1
t =
vatan < 6 d+1
. (d+Dmy V3
6 o 3(d+1)

d+1 —
Porém tan (+6)7T € {—\/3, ;)/5’ 0, \/5, \ég} para todo d inteiro, entao,
d+1 d+1 —
tan <(+)7T> = —/3 ou tan (H)?T) = 7\/3 Logo, d+1 =1 ou

6 6 3
d+1 = 3, mas d > 3 por hipotese. Assim nao existe d > 3 tal que g seja
d+1 -1
solugao da equacgao tan (g) tan <( +2 )y) B
2m — 1 d+1
e No segundo caso, temos 6 = M para algumm =1,..., atl . Com
d+1 2
s
0 = — temos:
3
@m—-Umr o«
d+1 3

(d+1)m = 32m—1)m
d+1 = 6m-—3
d = 6m—4

Assim, se d # 6m — 4 para todo m inteiro positivo entdo —2 nao é D-autovalor
de P;i1 e a matriz D + 21 tem posto d + 1. Logo, a multiplicidade de —2 como
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D-autovalor de V (t,s,d) én—d — 1.

d+1

Caso d = 6m — 4 para algum m = 1,..., 5 | entao, pelo Lema (3.1.4}

¢ um D-autovalor simples de FP,,;, consequentemente, —2 é um D-autovalor de
V(t,s,d) com multiplicidade n — d. Observemos que se d = 6m — 4 para algum m

inteiro temos que d = 2 mod 6. |

—2

Exemplo 3.1.6. A dupla vassoura V(4,5,4) tem 12 vértices e diametro 4 entao,
mp(—2)=n—-d—-1=12—-4—-1=T.

11 10 B 7
1 2 3 5
L ® ®
1 5 B

Figura 3.5: V(4,5,4)

A dupla vassoura V (3,5,8) tem 15 vértices e diametro 8 entao, mp(—2) =n —

d=15-8=T1.

Figura 3.6: V (3,5, 8)

Seja V(t,s,d) a dupla vassoura com didmetro d > 3 e s > 2. Entao pelo
teorema anterior, mp(—2) > 1. Consideremos w = (wq, ws, . . ., w,) um D-autovetor
associado ao D-autovalor —2, de modo que o vetor w esteja associado a rotulagao
dada na Figura[3.4, Em nosso préximo coroldrio usamos essa notagao para descrever
o D-autoespago associado a —2.

Corolario 3.1.7. Seja V(t,s,d) uma dupla vassoura de diametro d # 6m — 4, para
todo m inteiro positivo, comn = t+s+d—1 vértices e s > 2. Entao, o D-autoespago
de V (t,s,d) associado a —2 é dado por Wi @ Wy onde:
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¢
Wi ={w=(w,wa,...,w,)|> wi=0ew =0 para todoi =t+1,...,n}
i=1

Wy = {w=(wi,w,...,w,)| Y wi=0ew; =0 para todoi=1,...,n—s}.
i=t1d

Demonstracao: Considere a matriz distancia D de V (¢, s, d) segundo a rotula-

t
cao da Figura 3.4l Seja w = (wy,wo,...,w,) € Wi, entdo Z w;, = —w;, verifique-
i=1,i#]
mos que o vetor w é um D-autovetor associado a —2:

Dw

i=1 0

=1
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Entao W; esta contido no D-autoespacgo associado a —2. E por raciocinio ané-
logo, temos que W5 também estd contido no D-autoespago associado a —2. Logo,
Wi + Ws esta contido no D-autoespaco associado a —2.

Note que Wi NW5 é o vetor nulo e que as dimensoes de Wy e W5 sao, respectiva-
mente, t —1 e s — 1. Portanto, a dimensao de Wy &Wsy ét—1+s—1=n—d—1=
mp(—2). Assim, W; @ Wy é o D-autoespago associado a —2. [

Note que se d = 2 mod 6 entao Wy & Wy esta contido apenas no autoespaco
associado a —2, pois ainda existe um autovetor u associado a —2 que nao pertence
a W1 D WQ.

A definicao a seguir auxilia na préxima proposicao e descreve uma familia parti-
cular de grafos caterpillar. Como grafos caterpillar com didmetro d = 3 coincidem
com duplas vassouras, que ja foram estudadas, vamos considerar d > 4.

Definicao 3.1.8. Consideremos a sequinte classe de grafos caterpillar:
d—2
C= {C<p)7p = (17]92: -y Pd—2, 1)>d 2 470 S Di S le sz Z 1}
i=2
Observemos que se C(p) € C entdo C(p) possui o mesmo niumero de folhas
e quase-folhas e, pelo menos, dois vértices de grau dois. Assim, nenhuma dupla
vassoura pertence a familia C.

Teorema 3.1.9. Se C(p) = C(1,p2,p3,--.,pa-1,1) € C entdo —2 nao é autovalor
de D, a matriz distincia de C(p), isto é, mp(—2) = 0.

Demonstragao: Demonstremos usando inducao finita sobre o didmetro d dos
grafos C(p) € C.

Para d = 4 temos o caterpillar C(1,1,1) e seu D-espectro é dado por:
(10.7424, —047539, —0.76393, —1.33632, —2.9307, —523607) (calculado através do

software livre NewGraph)

Figura 3.7: Caterpillar C(1,1,1)

Suponha que existe algum d > 4 tal que para todo C(p) € C de didmetro d, —2
nao ¢ autovalor de D, a matriz distancia de C(p).

Seja C(p) € C um grafo caterpillar de didmetro d + 1 e escreva p =
(1,p2,...,Pa—1,paq). Consideremos os casos em que pg_1 = 1 e pg_1 = 0.

Se pg_1 = 1 temos que o grafo caterpillar C'(p’) € C, com p’' = (1,pa, ..., D42, 1),
e tem didmetro d. Logo, C(p') satisfaz as hip6teses de indugdo, entdo —2 nao é
autovalor da matriz distancia D’ de C(p'). Assim, podemos afirmar que a matriz
D' + 21 é nao singular.

Considere a seguinte rotulagao de C(p):

20



n+1

- - - .
n n+2

[

Figura 3.8: Caterpillar C'(p) de didmetro d + 1, com p; = pg_1 = pa =1

A matriz distancia D de C(p), a partir da rotulagdo sugerida, é dada por:

D F
o= ¢l
onde
[ €1 61%-1
e e+ 1
0_[0 1] P
- 1 O I . . )
€n—1 enfl_'_l
| en e, +1 |

e; = din, para todoi € {1,2,...,n—1} ee, = 2.
Apliquemos algumas operagoes elementares na matriz D + 21,5 para verificar
que ela ainda é nao singular.

!/
DL,y = [D +2I, E ]

E' C+ 21,

1. Rpio < Rpio— Ryy1 e Chyo + Chio — Chyq. Essas operagoes transformam
as matrizes C' + 215 e F nas matrizes C e E;, respectivamente:

- e 1_
€9 1
2 -1
01: [ -1 2 ]aElz
€n—1 1
L en 1_

2. Ryy1+ Ryyy — R, e Cpyq < Cyyq — C,. Como por defini¢ao e; = d;,, para
todo i € {1,2,...,n — 1} e o valor da entrada d,, da matriz D"+ 21, é igual
a 2, temos que tais operagoes transformam as matrizes C; e E; nas matrizes
Cs e FEs, respectivamente:

01
0 5 01
01
_O 1_
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Entao, o determinante da matriz D + 21,5 pode ser calculado por expansao de
Laplace:

det(D + 2I,.5) = (=2)(=1)*"*3det(D")
= 2(=2)(=1)*""det(D' + 2I,,)
= —ddet(D' +2I,,)

onde a matriz D" é encontrada retirando a linha n + 2 e a coluna n + 1 da matriz
D+ 21,5

Como, por hipdtese de indugao, det(D'+21,,) # 0, temos que det(D+21,,,2) # 0.
Logo, a matriz D + 21,5 é nao singular e —2 nao é autovalor da matriz distancia
do grafo C(p).

Se pg_1 = 0 temos outros dois subcasos, po =1 e py = 0:

Caso py = 1, temos que o grafo C(p*) € C, com p* = (1,0,p4_2,...,ps,1),
tem diametro d e satisfaz a hipotese de inducao. Entao, pela primeira parte da
demonstra¢ao, —2 nao é autovalor da matriz distancia de C'(p*, 1), que é isomorfo a
C(p). Assim, —2 nao é autovalor da matriz distancia do grafo C'(p).

2%)a)
n n+1
I I I @

Figura 3.9: Caterpillar C(p) de didmetro d + 1, com py =1 e pg_1 =0

Caso py = 0, enumeremos os vértices de C'(p) conforme a rotulacdo que segue:

- - . n-1

n n+1

1 @

Figura 3.10: Caterpillar C(p) de didmetro d + 1, com py = pg—1 =0

Consideremos D a matriz distdncia de C(p) segundo a rotulagao sugerida. Como
o grafo caterpillar C(p') onde p' = (1,0, ps, ..., p4_2, 1) pertence ao conjunto C e tem
diametro d, —2 nao é um autovalor da submatriz de D formada pelas n primeiras
linhas e colunas, por hipdtese de inducao.

Aplicamos algumas operagoes elementares a matriz D + 21, para verificar que
ela ainda ¢ nao singular.
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[ 2 1 2 W od—-1 d d+1
1 2 1 ' w, ' d—2 d-1 d
J2 1 2 v d-3 d-2 d-l
D+2I,,, = Wy Wo Wy | | Wp—1 W, Wnt1
d—1 d—=2 d=3,w_,, 2 1 2
d d-1d-2!w, ! 1 2 1
d+1 d d-1'w, 0 2 1 2 |

onde w; € R"® é o vetor das distancias entre os vértices i e todos os vértices de
Cp)—A{1,2,3,n—1,n,n+1} comi € {1,2,3,n—1,n,n+ 1} e 0 espago em branco
representa as demais entradas d;; da matriz D + 21, ;.

Observe que wy = w3+2,,_5, Wwo = w3+1, 5, Wy =W, 1+2, 5w, =w, 1+1, 5.

1. Ry« R —R3, C1 + Cy —Cs, Ryyy + Ry — Rym1 e Cpgg = Chgy — Cy

0 0 0 2L .1 2 2 0

0 2 1wy, d—2 d—1 2

0 1 2 wy 'd=3 d—-2 2
2,5 Wy Wy 1 Wy Wy 2,5
2 d-2d-3 v, 2 1 0

2 d-1d-2' w, ! 1 2 0
0 2 2 12/ ;1 0 0 0

0 0 0 20 .1 2 0 0
0 2 -1 1t 0 0
0ot 2wy d=3 1 2
205 dns W3 0 tWnon loos 25
2 1 d-=3 /v, 1 2 -1 0
0 0 1o -1 2 0
0 0 2 120 10 0 0

3. R2<—R2—Rn802<—02—0n2

[0 0 0 2L o1 2 0 0 ]
0 2 —20 . 2 =2 0
L0 =22t d=3 1 2
2,5 0,5 w3 | ' W1 Lys 255
22 d=3w ., 2 -1 0
o -2 1 't -1 2 0

0 0 2 120 500 0 0

4. Rpp1 < Rop1 — Rie Cpyy = Chy — O

0 0 0 2L o1 2 0 0
0 2 —2.0 . 2 -2 0
0 -2 2 'wd-3 1 2
2,5 0,5 w3 ' tw,q 1,5 0,5
22 d-3 7w 2 -1 =2
o -2 1 !'1.' -1 2 0
0 0 2 10,1 =2 0 0 |



5 R, < 2R, — Ry e C, + 2C, —C;:

0 0 0 2L .1 2 0 0
0 2 -2 .0 . 2 -4 0
0 -2 2 'wid-3 2 2
2,5 0,5 w3 ' iw,q 0,5 0,5
22 d-3 7w 2 4 2
0o -4 2 1/, -4 8 0
0 0 2 10,1 =2 0 0 |
6. R, + R, +2Rye C, < C, +2C5:
[0 0 0 2L .1 2 0 0 ]
0 2 =2 0 . 2 0 0
0 -2 2 'wid-3 -2 2
2,5 0p5 wg 1wy 0,5 0,5
22 d-3 v 2 0 =2
0 0 -2 '0,5' 0 0 0
0 0 2 10,5, =2 0 0 |
7. Rn_H(—Rn+1+RneOn+1(—On+1+Cn:
[0 0 0 2L .1 2 0 0
0 2 =2 0 5, 2 0 0
0 -2 2 "wod-3 -2 0
Dy=12,5 0,5 ws ' 1w,y 0,5 0,5
22 d-3w 2 0 =2
0 0 -2 '0, ;' 0 0 0
0 0 0 10, 5, =2 0 0

Observe que, nenhuma linha (ou coluna) da submatriz formada pelas n primeiras
linhas e colunas da matriz D+21,,,, foi alterada usando a linha n+1. Logo, podemos
garantir que, por hipdtese de indugao, as n primeiras linhas de Dy sao linearmente

independentes.

Verifiquemos agora que a coluna n 4+ 1 nao pode ser escrita como combinacao

linear das demais, pois caso contrario, teriamos que:

Cpni+1 = /{3101 + kQCQ + ...+ /{ZnCn + k‘n+10n+1

Essa combinagao linear gera o seguinte sistema linear:
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2ky

2k,

2k

2ky

2k
—2ko

+2k,

— 2k,
n—2

+2ks + > dsjk;
j=4

+2kn—1 — 0
—{—an,l == 0
+d3n—1kn—1 _2kn =0

n—2
+d43k’3 + Z d4jkj +d4n71kn71 — 0
j=4
n—2
"‘digkg "— Z d’ijkj +din71kn71 - 0
j=4
n—2
+d,—23ks + Z dp—2;k; +dp_on—1kn_1 =0
j=4
n—2
+dp1sks + Y dnyjk; +2kn—1 = —2
j=4
—2ks =0
—an,1 = O

Assim temos que ks = 0, k,_1 = 0 e pela segunda equacao, ky = 0. Reescrevendo

o sistema:

n—2
2> k;
j=4
n—2
> dsjk;
j=4
n—2
2k + > dysk;
j=4

n—2
2ky  + ) dijk;
j=4

n—2
2k 4+ dp_ajk;
j=4

n—2
2k1 4+ dp_1jk;
=4

=2

Observemos que as colunas c¢i, ¢y, ¢,—2 € ¢, da matriz Dy sdo preservadas no
sistema acima, visto que seus coeficientes nas equagoes eliminadas eram nulos. Isto
significa que o posto da matriz dos coeficientes do sistema de n — 3 varidveis e n — 2
equacgoes acima ¢ n — 3. Logo, o sistema é incompativel, e a coluna n 4+ 1 nao pode
ser escrita como combinagao linear das demais colunas de D + 21,1 e essa matriz

¢ nao singular.

Assim pelo principio de inducao finita temos que —2 nao é um autovalor da
matriz distancia D de C(p), para todo C(p) € C. n
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Em nosso préoximo teorema discutimos a multiplicidade de —2 como D-autovalor
de um grafo caterpillar qualquer diferente de uma dupla vassoura. Na verdade,
podemos pensar no préximo teorema como uma generalizagao do Teorema[3.1.5] para
o caso de qualquer caterpillar. Nao é dificil perceber que os teoremas coincidem no
caso da dupla vassoura cujo diametro ¢é diferente de 6m + 2 para todo m inteiro
positivo.

Definicao 3.1.10. Consideremos a sequinte classe de grafos caterpillar:

d—2
C/ = {C<p)7p = (p17p27 s >pd71>7d >4e sz > 1}

=2

Observemos que se C'(p) € C' entdo ele possui pelo menos trés vértices que sao
quase-folhas. Logo, o caminho Py, e a dupla vassoura V (¢, s,d) ndo pertencem a

C'. E ainda, C C C'.

Teorema 3.1.11. Se o grafo caterpillar C(p) € C' entao mp(—2) =n—d—nf +1,
onde n € o nimero quase-folhas de C(p).

Demonstragao: Notemos que n] é igual ao nimero de indices 7 tais que p; # 0.
i
Consideremos a sequéncia (Iy,ly, ..., ls_1), onde [; = Zpk paratodoi=1,...,d—1,

k=1
e a rotulagao abaixo para o grafo caterpillar C(p) € C":

Figura 3.11: Caterpillar C(p) € C’

Segundo essa rotulagdo temos que a matriz distdncia de C'(p) é dada por:

Dll D12
Diy Dy
onde:
[ 2(=] - I)m 3Jp1,p2 4Jp1,p3 T d‘]plvpd—l ]
3‘]172,:01 Q(J - [)pz 3Jp2,p3 s (d - 1)‘];02,1%1—1
Dll = 4Jp3,p1 3‘];03,102 2(J - [>p3 s (d - 2)Jp37pd71
dedflapl (d - 1)de71,P2 (d - 2)de71,p3 s 2(J - I)Pdfl

26



1P1 2p1 . d- 1p1
2P2 1P2 . d— 2P2
Dy = 3ps 2p, . d =3y
L d- 1Pd—1 d— 2174—1 1Pd—1
0 1 oo d—2
1 0 ... d—3
D22 - . . .
d—2 d-—3 ... 0

Pelo Teorema sabemos que —2 é um D-autovalor de C'(p) com multiplici-
dade minima n; — n onde n; é o niimero de folhas e n} é o nimero de quase-folhas
de C(p). Nesse caso, ny —n} = (n —d + 1) — n}. Observemos que a matriz D + 2/
possui p; linhas iguais, para cada i tal que p; # 0, o que reafirma a multiplicidade
minima de —2.

Analogamente ao que foi feito no Teorema [3.1.5, podemos usar operagoes ele-
mentares feitas nas linhas e colunas de D + 21 para substituir as linhas repetidas
por linhas nulas, mantendo apenas uma das linhas repetidas. E, assim, temos que
as entradas de D + 21 que permanecem nao nulas formam a matriz D’ + 21 onde D’
¢ a matriz distancia de um dos grafos caterpillar C(p') € C, ou seja, um grafo C(p’)
onde p' = (1,p),...,p, 5, 1) satisfaz as hipGteses do Teorema , e, portanto,
temos que a D’ + 21 é nao singular. Assim, a multiplicidade de —2 é, exatamente,
n—d—nj+1. n

Exemplo 3.1.12. O grafo C'(2,2,0,3) tem 11 vértices, diametro 5 e 3 vizinhos de
folhas, entao mp(—2) =11 —-5—-3+1=4.

1 3 5
B g 10 11 B
® ®

4 7

Figura 3.12: C(2,2,0,3)

Seja C(p) = C(p1,p2,-..,p4-1) € C'. Entdo pelo Teorema [3.1.11] temos que
mp(—2) > 1. Consideremos w = (wy,ws,...,W,) um D-autovetor associado ao

D-autovalor —2, de modo que, o vetor w esteja associado a rotulacao dada na
Figura [3.11, Em nosso préximo corolario usamos essa notagdo para descrever o
D-autoespaco associado a —2, como fizemos no Corolario [3.1.7]

Corolario 3.1.13. Seja C(p) € C' um grafo caterpillar. Entdo, o D-autoespago de
C(p) associado a —2 é dado por ®=}W; onde:

Il
Wi = {w=(wi,ws,...,w,)| > w; =0 ew; =0 para todo j =1, +1,...,n},
j=1
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l;
Wi = {w = (w1, ws, ..., w,)| Z w; =0 ew; =0 para todo i = 1,...,1;_1,1; +

J=li—1
1,...,n}, e
la—1
Wy_1 = {w= (w1, wa,...,w,)| Z w; =0 ew; =0 para todo i =1,... 142}
j=ld—2
Demonstracado: A demonstracgao é analoga a do Corolério [3.1.7] n

Pela Proposicao temos que a matriz de adjacéncia de um grafo qualquer
possui pelo menos d + 1 autovalores distintos. Nosso Lema [3.1.4] prova que P, tem
exatamente d + 1 D-autovalores distintos, uma vez que n = d + 1. Tal fato nao é
verdade em geral: o exemplo abaixo foi retirado de [I7] onde encontramos esse e
outros exemplos de grafos para os quais o nimero de D-autovalores distintos pode
ser menor que d + 1.

Exemplo 3.1.14. Considere Cs o ciclo com 8 wvértices. Seu diame-
tro é 4 e seu D-espectro possui 4 D-autovalores distintos:  spec(Cg) =

(16,0, 2(\/5 —2)®@ 22+ \/5)(2)), calculado pelo software livre NewGraph.

6 5

Figura 3.13: Ciclo Cg

A Proposicao fornece uma cota inferior para o nimero de D-autovalores
distintos de uma arvore 7', mas nao prova se tal cota é alcancada. E, ainda, em
[8] é apresentada a conjectura de que, para qualquer arvore de didmetro d, vale
o mesmo resultado da matriz de adjacéncia, isto é, o numero de D-autovalores
distintos é no minimo d+1. No Corolario provamos que esta cota ¢é valida para
dupla vassouras. Na verdade, vemos a seguir que o nimero exato de D-autovalores
distintos de qualquer dupla vassoura depende apenas de seu diametro. Mas antes,
apresentamos um lema que serve de ferramenta para nossas proximas demonstragoes.

Como consequéncia do Teorema [2.3.5] se u,v e z sdo vértices de um grafo G,
tais que u e v sao vértices pendentes a z, temos que as coordenadas do vetor de
Perron xp da matriz distancia D de G correspondentes a tais folhas sdo iguais, ou
seja, x, = x,. No proximo lema veremos que isso se aplica a qualquer D-autovetor
associado a um D-autovalor distinto de —2.

Lema 3.1.15. Seja G um grafo qualquer. Se v; e v; sdo vértices pendentes de G
adjacentes ao mesmo vértice e w = (Wi, Wy, ...,w,) € um D-autovetor de G associado
a um D-autovalor oo # —2, entdo w; = w;.
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Demonstracao: Seja D = (d;;) a matriz distancia de G. Sem perda da genera-
lidade, suponhamos que v; = v1 e v; = vy. Entao dy; = d(v1,v;) = d(ve,vj) = dy;

para todo j = 3,...,n, d(vi,v2) = 2 e d(vy,v1) = d(ve,v2) = 0. Para encontrar o
autoespaco associado a um autovetor precisamos resolver o sistema linear dado pela
W1
W2

equacao matricial Dw = aw, onde w =

w?’L
As duas primeiras equagoes do sistema linear dado por Dw = aw sao:

n
2W2 + Z dlej = Qawg
Jj=3

n
2W1 + Z deWj = QW9
Jj=3
Assim subtraindo as duas equagoes acima temos:

(+2)(wy —wy) = 0

Como a # —2 temos que w; = wy. ]

Agora vamos a um teorema importante para distinguir os D-autovalores de uma
dupla vassoura.

Teorema 3.1.16. Seja V (t,s,d) uma dupla vassoura de didgmetro d > 3 com n =
s+t+d—1 vértices. Entao, se o« # —2 € um D-autovalor de V (t,s,d), a é simples.

Demonstracio: Pelo Teorema a inversa da matriz distdncia do grafo
V(t,s,d) é¢ dada por D~ = (dj;) onde:

. 1 { (2—ri)(2—rj)+(n—1)aij,.sei7éj

U —2 | 2= —(n—1)rysei=j

Assim, podemos calcular D™! no caso da dupla vassoura e segundo a rotulacao

da Figura [3.4;
DT DTQ Jt’s

— 1 * * *

Dlzm Dy D3 Dy

JSJ D§2 D;
2—n 1 1 1
1 2—n . 1 1

onde D} = :
1 1 2—n 1
1 1 1 2—n .
n—t 0 ... 0 1—s
n—t 0 ... 0 1—s
Di, = (Dy)' = : : : : )

n—t 0 ... 0 1—s
n—t 0 ... 0 1—s

txd—1
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iy n-1 0 0 ... 0 0  (t—1)(s—1)

n—1 2—-2n n-—1 0 0 0 0
0 n—1 2-2n n—1 ... 0 0 0
D5 = . . . . . . .
0 0 0 0 ... n—1 2—2n n—1
(t—1)(s—1) 0 0 0 0 n—1 dadfl d—1

com df,y = (t = 1) — (n— D)t +1) e dfy= (1 - 5)* — (s + 1)(n — 1),

1—t 1—-¢t ... 1—-t 1-—t
0 o ... 0 0
D33 = (D3,)" = : ; e
0 0 0 0
n—s n—s n—s n—s ), .
2—n 1 1 1
1 2—-n 1 1
D; = :
1 1 2—-n 1
1 1 L 2=n ) an

Vamos estudar o autoespaco associado aos D~ '-autovalores diferentes de —3
W1
, . . . . . w2
através do sistema linear dado pela equacao matricial D™ "w = aw, onde w =

Wn

Como o D-autoespaco associado a « # 0 é igual ao D™ '-autoespaco associado a —
o

podemos aplicar o Lema [3.1.15 e obtemos:

wi:wl,z’:2,...,t

W, =Wy, t=t+d+1,t+d+2,...,n—1.
Assim vamos escrever a equacdo (1) do sistema D™ 'w = aw como:
(t—n+ 1w+ (n—t)wy — (s — Dwggq + sw, — 2a(n — 1)w; =0
E a equagao (n) como:
tw; + (1 — t)wipr + (0 — $)wipg—1 + (1 — n 4+ $)w, = 2a(n — 1w,
Subtraindo (1) de (n) e simplificando a equagao, temos que:

—2a+ 1wy +wqg —wWerg1 + (2a+ 1w, =0
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As equagoes (j) com j =t +2,t+3,...,t+d— 2 do sistema D™'w = aw sio
dadas por:

(n—1Dwrr —2(n — Dwiga + (n — Dwrg = 2a(n — 1w (t+2)
(n— Dwiro — 2(n — Dwigs + (n — 1)werg = 2a(n — 1)wys (t+3)

(n = Dwiya—g — 2(n — Vg2 + (0 — Dwgg1 = 2a(n — Vg2 (t+d—2)

Por simplificagdo podemos reescrevé-las:

Wil — (20[ + 2)Wt+2 + Wirg = 0 (t -+ 2)
Wit — (20[ + 2)Wt+3 + Wiigq = 0 (t + 3)
Wt+d—3 — (20& + 2)Wt+d—2 + Wt+d—1 = O (t + d — 2)

A (t 4+ 1)-ésima equagao do sistema é dada por:
(n —t)twy + dy gwpr1 + (0 — Dwgpo + (8 —1)(s — Dwggg—1 + (1 — t)sw, = 0
onde dy, =djy —2a(n—1) =t —1)> = (n—1)(t+ 1+ 2a)
E a (t + d — 1)-ésima equagao é dada por:
(1= s)twr + (t —1)(s = Dwggr + (0 — Dwpya—o +dy_1 g 1Wiya—1+ (n — s)sw, =0

onde dy_y 4 4 =dj g —2(n—1)=(1—-5)"—(s+1+2a)(n—1)

Assim temos que as d + 1 equagoes dadas formam um sistema linear homogéneo
com matriz dos coeficientes dada abaixo:

dy 1 n—t 0 0 0 0 1-s s
ds dy, | n-—1 0 0 0 dy 41 dh 4
TTTO0 T T T T =Ra+2) 1 LT T [0 oo " " "o0 " "70 °
0 0 : 1 —(2a +2) 0 0 0 0
| X 5
|
0 0 0 0 —(2a+2) 1 0 0
0 0 0 0 1 —(2a+2) 1 0
diz—1,1 dg_q5 0 0 0 n—1 dg 1,d—1 dil—l,d
—(2a+1) 1! 0 0 0 0 -1 200+ 1

onde dyy =t —(n—1)Q2a+1), dyy = (n—1t)t, dyyy = (t=1)(s — 1) = dy sy,
/2,d = (1-t)s, d2lfl,1 = (1-s)t, d;fl,dfl = d:+d—1_205(n_1) € d/dfl,d = (n—s)(s—1).
Observemos que t > 1, n>d+t>de s> 1.

As colunas 1, 2, d e d + 1 da matriz acima sdo independentes entre si e também
nao dependem das demais colunas. Como a submatriz principal formada pelas linhas
3,4,...,d—2 e d— 1, e suas respectivas colunas, formam uma matriz tridiagonal,
entao seu posto é no minimo d — 4 plela Observagdo 2.1.2] Logo, temos exatamente

uma variavel livre. Assim, se o # > entao — ¢ um D-autovalor simples. [
«
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Agora como corolario do teorema anterior temos como calcular o nimero de
autovalores distintos de uma dupla vassoura:

Corolario 3.1.17. Seja V (t,s,d) uma dupla vassoura com didmetro d > 3 e n =
t+ s+ d—1 vértices. Entao o nimero de autovalores distintos de V (t,s,d) € dado
por:

d+1, se d=2 mod 6
d+ 2, caso contrdrio

Ro(v(.5.) = {

Demonstracao: Pelos Teoremas e [3.1.16] temos que o tunico D-autovalor
multiplo é —2 e, portanto, o nimero de D-autovalores distintos é dado por:

n—(n—d+1=d+1,sed=2mod6

Np(V(t,s,d) = { n—(n—d—1)+1=d+2, caso contririo

Nosso proximo resultado é uma generalizacao do Teorema [3.1.16| para o caso de
grafos caterpillar. Também usamos esse resultado para determinar o ntimero de
D-autovalores distintos de um grafo caterpillar em fungao de seu didmetro e de seu
numero de quase-folhas.

Teorema 3.1.18. Seja C(p) € C'. Entao os D-autovalores a # —2 de C(p) sdo
simples.
Demonstracao: Considere a sequéncia (I1,l, ..., l,), onde [; = Y _ p; para todo
k=1

i=1,...,d—1, e a rotulagdao abaixo para o grafo caterpillar C(p) e

Figura 3.14: Caterpillar C(p) € C’

Pelo Teorema a inversa da matriz distancia do grafo C(p) é dada por
D™ = (d;) onde:

’!‘.:1{ (Q_Ti)(Q—Tj)-I—(n—l)aij sei#j
Uoom—2| 2-m)?—(n—1)risei=]j
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Assim, podemos calcular D! segundo a rotulacdo da Figura m

zrﬂzll% DEL

D, D

1 n—1 , "
onde D; = mjn—d—f—l - mln—d—&-l, Dy = (d};)a-1,n-d-1 ¢ D3 = (d";;)a1 tal
que:
;o1 n—p,sel<j<i
Wop =2 1=pi,sely <j<lg

1 n—p,—1,seli1 <3< .

! _ (2 9 (2 — Y1 _ _
dij = 2n—2{ —piyse 1 <j<liqyoul;<j<lg ondes=2,...,d -2
o 1 N — Pa—1, 5€ lg_o < J < lg
Lo —2 | 1—pao1,se 1 < j <lgy

1—p1)? —(n—=1)(p1+1),sej=1
P1 p2tn—1,sej=2

)

A7y = _1)
Li = pr—Dpj,sej=3,...,d—2

1—p1)

)

(
(
oan—21 (
(I =p)(1 =pi1),sej=d—1
(p1—Dpa+n—1,sej=1
L B2, se =2
d7’2’j:2n—2 papst+n—1,sej=3
papj,se j=4,...,d—2

po(pa—1—1),se j=d—1

(pl - 1)2?17 sej=1
1 pr—(n—1)(p;+2),sei=j

d7’i’j:2n—2 (pipj+n—1),sej=i—louj=i+1 ondei=3,...,d—3
pipj,seje{2,...,i—2,i+2,...,d—2}
(Pa-1 — 1)pi, se j=d—1
(p1 — D)pg—2, se j =1
1 pd_gpj,SGjZQ,...,d—él
d’q2j = S— pg—zpd—ern—l; sej=d—3
Pio— (n—1)(pa—2+2),se j =d—2
(Pa—1 —1)pg—2+n—1,sej=d—1
(1_]91)(1—Pd—1)u sej: 1
d”dflj — 1 (pd—l_l)pj, Sej :2,,d—3
’ o2n —2 | (Pa—1 —1)pa—2 +n—1,se j=d—2
(1—=pi1)’—(n—1)(pg_1+1),sej=d—1

Ao estudar o sistema linear homogéneo gerado pela equacdo matricial D™ 'w =
wy

w9 —1 , -1 .
aw, onde w = eq# TR vamos provar que « ¢ um D~ -autovalor simples.

Wn,
P . ifi ~ . . ~ -1
ara isso, verificaremos que uma solugdo para o sistema linear homogéneo D™ "'w —
aw = 0,, possui uma unica variavel livre.

Pelo Lema temos que:
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e w, =w;, para todo 1 < j <lj;
o w; = w, para todo [y < j <ljcomi=2,....d-2
® W, =w, 6 para todo lg—o < j < lg-1.

Logo, podemos reescrever as demais equagoes do sistema.
A equagao (ly):

d—1 d—2
(p1 —n+ Dwy, + Zpiwzi + (N — p1)Wp_dio — ZPiWn—dHH + (1 = pa—1)wy,
=2 =2
= 2a(n — 1)w,
A equagao (I;) com j=2,...,d—2:
d—1 d—2
(pj —n+ 1w, + Z piwy, + (1 — p1)wp_ar2 — Z DiWn—d+1+i
1=1 1=2
] i #£ ]
+(n —pj — Dwp_ar1j + (1 — pa_1)w,
= 2a(n — 1)w,
A equagao (Ig_1):
d—2 d—2
(pa—1 —n+Dwy, | + > piwy, + (1= p)Wn—gso — > PiVlp—arii + (0 — pa_i)y,
i=1 =2
=2a(n — 1)w,_,

Subtraindo (/;) de (I;) para cada j =2,...,d—1
(1=n)wy;, — (1 —=n)wy, + (0 — Dwp_gyij + (I = n)Wp_gro — 20(n — 1)(wy; —wy,) =0
Simplificando a equagao acima obtemos, para cada j =2,...,d — 1:
Wn—dt14j — Wn—d+2 — (20 + 1)(w; —wy,) =0

A equagao (n —d+ 2) é dada por:

d—1
(n = po)prwy, + (L=p1) > pjw, + [(1—p1)? = (0= 1)(p1 + D]Wn—aro
=2
d—2
+(p1 — Dp2 +n — wp_ars + (p1 — 1) ijwnfdJrlJrj + (1 =p1)(1 = pg—1)w,
=3

=2a(n — 1)w,_g42

Multiplicando a equagao (I;) por (p; — 1) e adicionando & equacao (n — d + 2)
obtemos:

—[20[(1 - pl) + 1]W11 + (20& + 3)Wn—d+2 + Wn—d+3 = 0
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Para cada j =2,...,d — 2, a equagao (n —d + j + 1) é dada por:

d—1
(n —pj — Vpjwi, — pj Z prviyy, + (p1 — 1)pjvin—di2 + pj

k=1
k#3j

d—2
k=2
k#j—1
k#j
k#j+1

PeWn—d+1+k

+(pipj—1 + 1= Vwn_arj + [pF — (0 = 1) (pj + 2)Jwn—ar1e; + (Pipjt1 + 17— Dwn_arjyo

+(Pa—1 — )pjwn, = 20(n — D) wp—gi145

Para cada j = 2,...,d — 2, multiplicando a equacao (l1) por —p, e adicionando

a equagao (n —d+ j + 1) obtemos:

—pj(2a + L)Wy, + pjwi; + PjWn—ate + Wn—drj — (20 + pj + 2)Wn—arjr1 + Wn—atjt2 = 0

A equagao (n) é dada por:

d—2

(n = pa—1)pa—1w,_, + (1 = pa—1) Y_ pjwi, + (1 = p1)(1 = pa—1)Wn—ag+2

d—3

J=1

+(Pa—1 — 1) Y Pjvin—gi1+j + [(Pa—1 — D)pa—2 + 1 — 1w,_1

=2

+[(1 = pa_1)* — (n — D) (pg—1 + D]w, = 2a(n — 1)w,

Multiplicando a equacao ({;) por (ps—1 —1) e adicionando a equacao (n) obtemos:

Pa—1vi, , + (1 —pa—1)2a + Dwy, — (1 — pa—1)Wn—dr2 + Wo1 — (Pa—1 + 200+ 1)w,, =0

Com todas as operagoes feitas chegamos a um sistema linear homogéneo de 2d—2
equagoes e 2d — 2 variaveis, cuja matriz de coeficientes é dada abaixo:

di P2 D3 . Pd—2 Pi1 M —DP1 1 —P2  —P3 ... —Di-3 —DPd—2
d* —d* 0 ... 0 0 -1 1 0 ... 0 0
d* 0 —d° ... 0 0 -1 10 1 ... 0 0
S A
" 0 0 &0 1 .0 0 ... 0 1
d* 0 0 0 —d ~1 0 0 ... 0 0
4 0 0 ... 0 0 2+3 1 0 .. 0 0
Zpodt  ps 0 0 0 po+1 1diy 1 0 0
—psd* 0 ps 0 0 ps 1 di 0 0
. . . . . . I . .
—pgod® 0 0 ... pgo O pa—2 , 0 0 1 dyy 5
d5q_o 0 0 e 0 Pd—1 Pd—1 —1 ! 0 0 0 1

1 —pg-1
0
0

onde d* = 2a+1,d] = pp— 2a+1)(n—1), d; = 2a(l —p1) +1, d5;,_5 =
(1 =pa—1)(2a+1), dgy = =p2—2—20, dgy = —p3 =220, dyq_3 = —pa—2—2—2a

edsy o =—pa—1—1—2a.
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1 _
Como — é autovalor de D!, o sistema estudado é possivel e indeterminado com
o

no minimo uma variavel livre, ou seja, o posto da matriz D* é no maximo 2d — 3.
Consideremos as submatrizes de D* abaixo:

[di p2  ps ... Pa2 Pi1 M —p1 ]
d —=d" 0 ... 0 0 —1
d* 0 —dr ... 0 0 -1
= : : : :
d 0 0o ... =d 0 -1
d 0 0O ... 0 —d* —1
L d* 0 o ... 0 0 2043 ]
(§]
~dy,, 1 0 0 0 |
1 —di, 0 0 0
Djyi04-0= : : : : :
0 0o ...0 1 Saa |

A submatriz D7 ; é nao singular, pois suas linhas sdo linearmente independentes.
Pela Observagao[2.1.2} a submatriz tridiagonal Dy, 5, 5 tem posto no minimo d—3.

1
Assim o posto de D* é, exatamente, 2d—3. Isto prova que — # —2 é um D-autovalor
o

simples de C'(p). ]

Agora podemos determinar o nimero de D-autovalores distintos de um grafo
caterpillar da classe ¢’

Teorema 3.1.19. Seja C(p) € C'. Entao Np(C(p)) = d + n) onde n| € o nimero
de quase-folhas de C(p).

Demonstracao: Pelo Teorema os D-autovalores de C'(p) € C’ distintos de
—2 sao simples e pelo Teorema temos que a multiplicidade —2 é n—d—mn} —1
Assim temos n — (n —d —nj + 1) = d + n} — 1 D-autovalores simples e, portanto,
um total de d + n}j D-autovalores distintos. =

Em toda arvore podemos encontrar, pelo menos, um subgrafo caterpillar in-
duzido. Na busca por uma cota ainda mais préxima do ntimero de D-autovalores
distintos de uma arvore, estudamos subgrafos caterpillar especiais. Pretendemos ve-
rificar as consequéncias dos resultados que temos acerca de grafos caterpillar sobre
a arvore em que ele se encontra.

Definicao 3.1.20. Seja T uma drvore qualquer com n vértices e diametro d. Dentre
todos os subgrafos caterpillar induzidos de diametro d com o nimero mdximo de
vértices, chamemos de uma coluna de T a qualquer caterpillar Cr(p) que possui o
maior numero possivel de quase-folhas.

Exemplo 3.1.21. Consideremos a arvore T de n = 31 vértices e diametro d = 8
na Figura |5.15:
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Figura 3.15: Arvore T

O caterpillar C(6,0,1,3,2,3,3) abaizo é um subgrafo induzido de T que possui
25 wvértices, didmetro d =8, ny = 18 folhas e n| = 6 quase-folhas:

Figura 3.16: C(6,0,1,3,2,3,3)

C(6,0,1,3,2,3,3) nao é uma coluna de T' porque existe outro subgrafo caterpillar
induzido que possui um numero maior de quase-folhas, a saber o grafo exibido na
Figura que tem n = 25 vértices, diametro d = 8, ny = 18 folhas e n| = 7
quase-folhas:

37



Figura 3.17: C'(4,2,1,3,2,3,3)

E ainda, podemos verificar que T possui 18 D-autovalores distintos pelo softare
livre Newgraph. Como C(4,2,1,3,2,3,3) possui 15 D-autovalores distintos, temos
d+nj

2
D-autovalores distintos de T.

d
que = 8 € uma cota inferior melhor que Lw = 4 para os numeros de

[sto nos permite apresentar a seguinte conjectura, que aumenta a cota de D-
autovalores apresentada em [§]:

Conjectura 3.1.22. Sejam T uma drvore de diametro d e Cr(p) uma coluna de T .

d+ 1/ )
Entao T tem no minimo {21—‘ D-autovalores distintos, onde ny é o nimero de

quase-folhas de Cp(p).

A matriz distdncia de Cr(p) é uma submatriz principal da matriz distancia de
T, logo podemos aplicar o Teorema do Entralacamento (2.1.7)) e teremos que:

Ui < o < oy para todoi =1,...,n.

onde «; pertence ao D-espetro de T e o) pertence ao D-espectro de Cr(p). Con-
tudo, o Teorema do Entrelacamento (2.1.7) nao garante o nimero minimo de D-
autovalores distintos de uma arvore qualquer, a menos que estejamos no caso abaixo:

Teorema 3.1.23. Seja T uma drvore com n vértices e diametro d. Se uma coluna

d+nj

de T possuin—1 vértices entaoT' tem no minimo { -‘ D-autovalores distintos,

onde ny é o nimero de quase-folhas dessa coluna de T.

Demonstracao: Notemos que a coluna Cr(p) de T também é uma &rvore e,
portanto, é um grafo conexo. Entao a diferenca entre 7' e C(p) estd em uma folha.
Logo, a matriz distdncia de Cr(p) é uma submatriz principal de ordem n — 1 da
matriz distancia de T" e o Teorema do Entrelacamento garante o seguinte resultado:

/ / /
ap S Sy SapSa <o) Sog

onde SpecD(G) = (Oél, Qg ... 7an> € SpeCD(C(p>> = (0/17 0/27 cee 7OZ;L71)' u
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3.2 Grafos caterpillar de diAmetros 3 ou 4

Nesta secao, aplicamos os resultados anteriores para determinar ou localizar o
D-espectro de grafos caterpillar de didmetros d = 3 ou d = 4. No caso de um grafo
caterpillar de diametro 3, estudamos as duplas vassouras e no caso de diametro
4, estudamos as duplas vassouras e os caterpillar C(t,t,t) com t inteiro positivo.
Nosso primeiro resultado localiza os autovalores da matriz distancia de uma dupla
vassoura de diametro 3.

2
et+s+2=
n. Os autovalores distintos de —2 da matriz distincia da dupla vassoura V (t,s,3)
podem ser localizados da sequinte maneira:
2ln—4) <oq <3(n—2)
—2<az3<—-1<a;<0set=1
—l<az3<—-0,b<as<0set#1
o, < —(24+V2)
Demonstragao: Pelo Corolério temos que mp(—2) = n — 4, entdo,
V(t,s,3) tem, exatamente, quatro D-autovalores de V' (¢, s, 3) distintos de —2. Pela

Proposicao [2.3.10] temos:

Proposicao 3.2.1. Sejam n, t e s inteiros positivos tais que t <

—1

P —
n =77 cos(357)

= —(2+V2).

Logo, a,, # —2. Assim falta localizar os outros trés D-autovalores.
Consideremos a seguinte rotulagdo para V(t, s, 3):

Figura 3.18: Dupla vassoura V' (t, s, 3)

Assim a matriz distancia de V (¢, s, 3) pode ser descrita como a seguir:

02 ... 233 ...3/1,2]
20 ...2,33 ...3,1'2
o e o
22 ...2/33 .. 312
p_|33 3102 ... 2121
33 ...3'20 ...2'2/1
: SR o
33 ...322 ...0,2,1
11 1'2 2 2101
,,,,,,,,, l— - — — — — — _— 1 _ 1 _ _
I 2 2]1 1 . 1]1]0_




Pelo Teorema sabemos que —2 é D-autovalor de V' (¢, s,3) com multiplici-
dade n —4 e, usando o Teorema [2.1.4) reduziremos D a uma matriz de ordem 4 para
encontrar os demais D-autovalores:

2t — 2 3s 1 2

3t 2s —2 2 1

M = t 2s 0 1
2t S 1 0

Logo, o polindémio caracteristico de M é:

p(A) = A —2(n — 4> — (5ts + 9n — 21)\*
—(4ts+12n —20)\ —4n + 4

Suponhamos que ¢t = 1. Como n =t + s+ 2 com n > 4, segue que:

p(0) = —4n+4<0
p(—1) = 1>0
p(—=2) = —12n+36<0

Portanto, temos que os dois D-autovalores negativos que faltam sao as e ag e pelas
contas acima temos que se t = 1 entao —2 < a3 < —1 < ay < 0.

-2
Agora assumamos t > 1. Como t < n temos que s > 2. Entao:
s> 25 2 o S s 2 (_1) 5
S — —ts > — —_— )= — — —
=47 T 76 TP 416

E ainda:
p(—1)=—-(t—-1)(n—-t—-3)+1<0
Portanto, temos que —1 < ag < —0,5 < as < 0.

O trago de D ¢ nulo, entdo a; + ag + a3z + (—2)(n — 4) + o, = 0. Como a, a3
e o, sao negativos temos que ay > 2(n —4).

Sabemos que V(t,s,3) tem pelo menos duas folhas, entdo § = o = 1 sao os
menores graus de vértice de V (¢, s, 3) e pelo Teorema temos que:

d(d

alg\/(dn—d(dgl)—l—él(d—l))(dn—2_1)—1—62(d—1)):3(n—2)

Logo, 2(n —4) < a; < 3(n — 2).
E ainda, pela Proposigao temos:
1
ay < —————— = —(24+V2).

"7 1= cos(F)

Assim temos todas as desigualdades. [

Em [6], COLLINS enunciou e demonstrou o coroldrio a seguir.

Corolario 3.2.2. Seja a dupla vassoura V (t,t,3). O polinémio caracteristico da
matriz distancia de V (t,t,3) possui a sequinte fatoragao:
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pPA) = A +2)" P A+ DA +1) (N — (5t — A — 9)

Contudo, encontramos um contra-exemplo: seja a dupla vassoura V' (3,3, 3), re-
presentada na Figura [3.19) e sua matriz distancia D:

1
O NN
[ S —Y
N DO DO

Figura 3.19: V (3,3, 3)

NI =
e
N}
—
—_
Ol =

Usando o Teorema temos como reduzir a matriz distancia de V'(3,3,3) e
encontrar o polindmio caracteristico de D relativo a esse grafo, que é dado por:

p(N) = (A +2)* (A2 + 61 +2)(\? — 14\ — 14).

Ja se usarmos o Coroldrio temos que o polindmio caracteristico seria: p(\) =
A+ 2N+ 1)(A+8)(A* — 39\ — 72).

Nossa préxima proposicao determina os D-autovalores da dupla vassoura equili-
brada de didmetro 3, corrijindo o equivoco ocorrido em [6].

Proposicao 3.2.3. Seja V(t,t,3) a dupla vassoura equilibrada com n = 2t + 2
vértices, entdo o polinomio caracteristico da matriz distancia de V(t,t,3) é dado
por:

pA) = A +2)" N+ (t+ 3N+ 2) (N — (5t — 1)\ — 4t — 2)

Assim suas raizes sao:

5t — 14+ /25 + 6t + 9

a1
2
o TET3HVEH6EH]
2:
2
5t —1— /2512 +6t+9
3 = 9
—t—3 -6t + 1
o, = .
2

Demonstragao: Seguindo a mesma rotulagdo dada na Figura [3.18 e o método
empregado na prova da Proposicao [3.2.1] temos que os D-autovalores de V(¢,t,3),
distintos de —2, sao autovalores da matriz reduzida:

2t—-2 3t 1 2
3t 20-2 2 1

M= t 2t 0 1|
2t t 10
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cujo polinémio caracteristico é dado por:
pA) = (A2 + (t+ 3N+ 2)(A2 — (5t — 1)A — 4t — 2).

5t —1+v/25t2 4+ 6t +9 5t —1—/25t2 +6t+9

Suas raizes Sa0:

2 2 ’
—t—3+Vt2+6t+1 —t—-3—-Vt2+6t+1
e .
2 2
5t — 1+ v25t2 +6t+9

Como o tnico valor positivo é , temos que esse é o raio

2
espectral,

5t — 14252 + 6t + 9

(5] 9
5t —1—25t2+6t+9 —t—3+Vt2+6t+1
Observe que 5 < 5 pois, caso con-

trario,

5t —1—V25t2+6t+9> —t—3+VE2+6t+1

=6t +2>VI24+6t+1+V25t2+6t+9

= (6t +2)% > %+ 6t + 1+ 252 + 61 + 9 + 212 + 6t + 1V25¢2 4+ 6t + 9
= 36t + 24t + 4 > 261> + 12t 4+ 10 + 212 + 6t + 1V/25¢2 + 6t + 9

= 10t2 + 12t — 6 > 2V/t2 + 6t + 1V/25t2 + 6t + 9

= 5t° 46t — 3 > V2 + 6t + 1V25t2 + 6t + 9

= 25t1 + 60> + 6t — 36t + 9 > 25t1 + 156t + 270t* + 108t + 81

= —96t% — 264t — 72t — 72> 0

o que é um absurdo, pois t é um inteiro positivo.
E ainda, como 25t* + 6t + 9 < (5t + 3)* para todo t inteiro positivo, te-

5t — 1 — /25t2 4+ 6t + 9 —t-3+Vt2+6t+1
mos que 5 > —2. Logo ay = 5 e
5t —1—+/25t24+6t+9
Q3 — 9 .
Por fim, como —Vt?+6t+1 < t + 1 para todo t inteiro positivo, entdo
—t—3—Vt24+6t+1 —t—3—Vt2+6t+1
5 < —2 e, portanto, a,, = 5 . =

Nosso proximo resultado refina ainda mais a localizacado dos D-autovalores de
uma dupla vassoura V(t,s,3), pois as cotas usadas sdo D-autovalores de dupla
vassouras equilibradas.

Proposicao 3.2.4. O D-espectro de V (t,s,3) estd localizado em intervalos que de-
pendem apenas det e s (s >t):

—t—3+\/t2+6t+1< <—s—3—\/52+65+1
> Qo

2 - 2
5t —1—/25t2 +6t+9 55 —1 — /2582 +65+9
< az < 5

5 <
—5s—3+Vs2+6s+1 o < —t—3—-Vt2+6t+1

2 " 2
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Demonstracao: Considere as trés duplas vassouras V(¢,t,3), V(t,s,3) e

V(s,s,3), suas matrizes distdncia D', D e D”, assim como seus espectros
2n74 /
n

! / / n—4 ) ) 9 n—4 9
(0517062,063,— )7 (a17a270537_2 7an) € (Oé 1, 9, 37_2 , & n)7 respec-

tivamente.

,

.
¢ 2842

Figura 3.20: V (¢,t,3), V(t,s,3) e V(s,s,3)
Pela Proposicao [3.2.2] sao conhecidos os valores abaixo:
, 5t—1+\/25t2+6t—|-
Ofl —
, —t—3+\/t2+6t+

Qg =

2
. 5t—1—\/25t2+6t+9
Oé3: 2 Y

o - —t—3—\/t2+6t+1

n

o - 53—1—1—\/2532—1—63—1—
o —8—3+\/82+68+

2 2
" 58—1—\/2582—|—6S+9
o - —s—3—Vst+6s+1
= 5 ,

Como t < s, é simples verificar que a dupla vassoura equilibrada V'(¢,¢,3) é um
subgrafo induzido de V' (¢, s, 3) e, pela rotulacao dada na Figura temos que a
matriz distancia D’ é uma submatriz principal da matriz D. Entdo, podemos aplicar
o Teorema do Entrelacamento para as matrizes D' e D. Assim para todo
ie{l,2,...,2t+2}:

!
Op—at—oti < o <

Analogamente, verificamos que D é uma submatriz principal da matriz D” e
portanto, também podemos aplicar o Teorema do Entrelacamento para essas duas
matrizes. Entao para todo j € {1,2,...,n}:

b 2
oy _gpoyj S <y

Concluimos assim que:
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—t—3+Vt2+6t+1 o< —s—3+Vs2+6s+1
S

2 >

2 2
5t—1—\/25t2+6t+9< <5s—1—\/2532+6s+9

a3 >

2 = 2
—s =3Vt 6st1 _ _ —t-3- V6t
S )

2 " 2

Observacao 3.2.5. Pela Proposicio |(3.2.1, tem-se que 2(n — 4) <

5t — 1+ V25t +6t+9
9 =

a; < 3(n — 2) e pelo estudo anterior,

5(n —t) — 11+ \/25(n — t)2 — 94(n — ) + 97

Qi < , entao o raio es-
pectral pertence a intersegio dos intervalos (2(n — 4),3(n — 2)] e
5t — 14252 + 6619 5(n—1t) — 11+ /25(n — )2 — 94(n — t) + 97]

[ 2 ’ 2

No caso de didmetro 4 temos, pelo Teorema [3.1.5] que —2 é um D-autovalor
de V(t,s,4) com multiplicidade n — 5 e, pelo Teorema [3.1.16, V(t,s,4) possui
6 D-autovalores distintos. Nosso proximo resultado estuda os outros cinco D-
autovalores, distintos de —2:

Proposicao 3.2.6. Seja V(t, s,4) a dupla vassoura de diametro 4 e comn = t+s+3
vértices. Os D-autovalores de V (t,s,4), distintos de —2, sao as raizes do polinémio:

p(AN) = N’ — (2n — 10)A* — (12ts + 18n — 52)A\* — (24ts + 44n — 104)\?
—(8ts + 36n — 68)\ — 8n + 8.

Demonstracao: Consideremos a rotulacao abaixo para a dupla vassoura
V(t,s,4):

Figura 3.21: Dupla Vassoura V' (t, s,4)

Entao, sua matriz distancia D ¢é dada por:
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0 2 24 4 ... 4,1,2:3
2 0 204 4 ... 4,1,2,3
: B REERE
22 ...014 4 ... 4,1,2,3
44 ... 470 2 ... 2737271
D=|4 4 4'2 0 ... 2'3'2"1
Lo o R
4 4 4,2 2 0,3,2,1
11 ...1'33 ...3'0/1'2
22 ...2122...2/101
3 3 .3}11.. 1}2}1}0
A reduzida da matriz distancia D é dada por:
-2 4s 1 2 3
4  2s—2 3 2 1
D = t 35 0 1 2 |,
ot 2s 1 0 1
3t s 210

cujo polindmio caracteristico de D* é:

p(A\) = N’ — (2n — 10)A* — (12ts + 18n — 52)A\* — (24ts + 44n — 104)\?
—(8ts +36n — 68)\ — 8n + 8.

Pelo Teorema temos que os autovalores de D* sao D-autovalores. Como
p(—2) = 16ts # 0 temos que os cinco outros autovalores sdo as raizes de p(A\) = 0. m

Seguindo o mesmo percurso feito para dupla vassouras de didmetro 3, estudamos
o D-espectro da dupla vassoura equilibrada de diametro 4.

Proposicao 3.2.7. Seja V(t,t,4) dupla vassoura equilibrada com t > 1. Entao seus
D-autovalores, distintos de —2, sdo —t — 2 — V2 +4t e —t — 2 + V2 +4t, e as
raizes do polinomio q(A\) = X* — 6tA* — (12t + 6)\ — 4t — 4. Além disso,

ay = —t — 24+ V12 + 4,
a; = —2 para todo i =5,...,2t+2 ¢

A3 = —t—-2-— \/t2+4t.

Demonstragao: Considerando a mesma rotulacao feita na Figura temos
que a matriz reduzida de D é dada por:

2t—-2 4 1 2 3

4 2t-2 3 2 1

D* = t 3 0 1 2
2t 2t 1 01

3t t 210

Entao, o polinémio caracteristico da matriz acima é:
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p(AN) = (N2 + (2t + DX+ 4) (N> — 6tA% — (12t + 6)\ — 4t — 4),

e, portanto, —t — 2 + V12 + 4t e —t — 2 — V/t? + 4t sdo D-autovalores de V(t,t,4).
Observemos que —t — 2 — V2 + 4t < =2 < —t — 2+ V2 + 4t < 0.

Estudemos o polindmio ¢(\) = A* — 6tA? — (12t + 6)\ — 4t — 4 para estabelecer
uma ordenagao para os autovalores.

Sua primeira derivada é ¢/(\) = 3\ — 12tA — (12t + 6) e os pontos criticos de
q(A) sao 2t — VA2 + 4t + 2 e 2t + V412 + 4t + 2. Pelo teste da derivada segunda,
temos que 2t + V4t? + 4t + 2 é minimo local e 2t — V4t? + 4t + 2 é méaximo local
da curva descrita pelo grafico de g(\).

Como —2 < 2t — VA2 +4t+2 < 0, g(—2) = —4t < 0 e q(0) = -4t — 4 < 0,
existe uma raiz de ¢(\) entre —2 e 2t —V/4t% 4 4t + 2 e outra entre 2t — v/ 4t% + 4t + 2
e 0 (sabemos que a; > 0). Portanto, todas as raizes de ¢(\) sdo maiores que —2.
Assim, g3 = —t —2 — V2 + 4t e ; = —2, para todoi =5,...,2t + 2.

Observemos ainda que q(—t — 2+ V2 + 4t) = —14t> — 60> — 34t + (16t> + 28t +
2)Vt? + 4t > 0, pois caso contrario teriamos a inequagao:

—14¢% — 60t? — 34t + (161* + 28t + 2)V12 +4t <0
= (1612 + 28t + 2)V/12 + 4t < 1413 + 60t? + 34t
= (16t% + 28t + 2)*(t* + 4t) < (14¢> + 60t + 34t)*

Os dois membros da ultima inequacao sao fungoes crescentes em t inteiro positivo
e para t = 2 temos que 178.608 < 176.400 o que é um absurdo! Entao, q(—t — 2 +
V12 4+ 4t) > 0 e existe uma raiz de g(\) entre —t — 2 + Vt2 + 4t e 0. E isso prova
que ag = —t — 2+ V1?2 + 4. n

Mesmo nao conseguindo uma expressao por radicais para os demais autovalores
de V(t,t,4) ainda podemos estimar alguns D-autovalores da dupla vassoura V (¢, s, 4)
usando a Proposicao [3.2.7

Corolario 3.2.8. Seja V(t,s,4) uma dupla vassoura com n = t+ S+ 3 vértives. Se
az e a, sao, respctivamente, o terceiro maior e o menor D-autovalor de V (t,s,4),
entao:

—t—24+VE2+A<az<—s—2+Vs2+4s
—t—-2—VE2+Adt<oa,<-—5s—2—Vs2+4s
Demonstracao: E claro que V(t,t,4) é subgrafo induzido de V(t, s,4), que por
sua vez, é subgrafo induzido de V' (s, s,4), e com a rotulagao da Figura temos
que as respectivas matrizes distancia sao uma submatriz da outra.

Figura 3.22: V (t,t,4), V(t,s,4) e V(s,s,4)
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Portanto, se o e o, ., sdo D-autovalores de V(t,t,4) e of e ag,, 4 sdo D-
autovalores de V' (s, s,4), pelo Teorema do Entrelacamento (2.1.7)) e pela Proposicao
[3.2.7 temos as desigualdades abaixo:

ay < ag < Ay
g g < O < iy 3,

ou seja,

—t =2+ V2 +4dt<az < —s—2+Vs2+4s
—t—2—VE+dt<a,<-—-s5—2—Vs2+4s

Agora passemos ao estudo do caterpillar C(t,t,t). Para este grafo também
nao conseguimos descrever todos os seus D-autovalores por meio de radicais, po-
rém encontramos intersecao de seu D-espectro com o D-espectro da dupla vassoura
equilibrada V' (t,¢,4) que é um de seus subgrafos induzidos.

Proposicao 3.2.9. Seja o grafo caterpillar C(p) onde p = (t,t,t) et > 1 é um
inteiro positivo. O D-espectro de C(p) é dado por ag = —t — 2+ V> + 4t, a; = —2
para todo 1 = 5,...,3t + 1, agy3 = —t — 2 — V2 4+ 4t e os demais autovalores sao
as raizes de ga(\) = \* — (8 — 2)A* — (6% + 33t 4+ 6)\* — (6t> + 40t + 16)\ — 12t — 8.

Demonstracao: Consideremos a rotulagao abaixo para C(t,t,1t):

0 2 2:3 3 ... 314 4 ... 4:1.2:3
2 0 233 ...3/44 ...4,1,2,3
. ‘ . .‘. . .‘.‘.‘.
: ! : ! : [
22 ...0133 ...3/44 ... 4:1:2:3
33 ...3/0 2 2.3 3 ... 372712
33 ...3/20 233 ...3/2/1,2
. | . | . | IR IR
. | N | N [ T B
33 ...3.22 ... 0,3 3 ... 3;2,1,2
4 473 3 310 2 2137211
4 4 4'3 3 3'2 0 ... 2'3'2'1
. [ . o . | I P B
. | . | . R
44 0433 .. 3,22 ....0,3,2,1
111722 .. 2,33 ....3,0,1/2
2 2 211 1 112 2 2111011
,,,,,,,,, ) I
3 3 . 3}22 2}11 1121110



Pelo Teorema |3.1.11] tem-se que —2 é autovalor de multiplicidade 3t — 3.
Reduzindo a matriz D temos a matriz D’ abaixo:

2t—-2 3t 4t 1 2 3
3t 2t—-2 3t 21 2
4t 3 20-2 3 21
t 2t 3t 01 2|
2t t 2t 1 01
3t 2t t 210

cujo polindmio caracteristico é dado por ga(A).(A? + (2t + 4)\ 4 4). Assim, temos
que os D-autovalores de C(t,t,t) sao —2, —t — 2 £ V12 + 4t e as raizes de ¢a2(\).
Pelo corolério [2.3.4] temos que:

o, < =t L —5,23606...
1 —cos(%)
g > —1
az > —1
g4 < —2
a3y > —2
(673 S —2.

Entao a; = —2 para todo i = 5,...3t. Vamos provar que ag = —t — 2 + V1% + 4t,
a, = —t —2— V2 + 4t e que ay > —2. De fato, para todo inteiro positivo ¢ temos:

o o(—t — 2 — V2 +4t) = 28t + 14013 + 400> + 36t + 8 + (28t3 + 841> +
40t)Vt2 + 4t > 0;

o »(—2) = —12t* < 0;
e ix(—1)=3t+1>0;

o (o —t—2+V12 + 4t) = 28t + 140>+ 152t +-24¢ — (28t +84>+40t) V12 + 4t > 0,

pois caso contrario, teriamos que:
28t + 140t + 152t + 24t < (28t% + 841 + 40t) V12 + 4t.

Como ambos os membros da inequagao sao fungoes crescentes em ¢ se as
avaliarmos em ¢ = 1 temos que 344 < 152v/5 ~ 339, 8823 o que é um absurdo!

$(0) = —12t —8 < 0.

Notemos ainda que —t —2++v/t2 4+ 4t > —1. De fato, para todo t inteiro positivo,
temos:

2t > 1
=4 > 2t+1
= Vi2+4t > t+1
= —t—2+VE2r4at > -1
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Assim, existe alguma raiz de go(A\) em cada um dos intervalos:

(=t — 2 — Vi + 4t, —2),
(_27 _1)
(=t —2+ V2 +4t,0) e

(0, +00).

Logo ag = —t — 2+ V2 + 4t e a3 = —t — 2 — V12 + 4t.

49



Capitulo 4

Os D-autovalores de grafos
threshold

4.1 Resultados

Neste Capitulo estudamos o D-espectro de um grafo threshold. Ja é conhecido
que dado um grafo threshold todos seus D-autovalores, distintos de —2 e —1, sdo sim-
ples (Teorema [2.3.12)). Para realizar nosso estudo, definiremos um novo parametro
que, junto com o algoritmo diagonalize(G,y), serdo importantes para determinar
as multiplicidades de —2 e —1 como D-autovalores de um grafo threshold qualquer.
Como consequéncia deste resultado, determinamos o niimero de D-autovalores dis-
tintos de um grafo threshold. Além disso, vemos o significado estrutural deste para-
metro. Por abuso de linguagem escrevemos que o grafo threshold é igual a sequéncia
binaria que o define.

Em [4], Jacobs et al descreveram um algoritmo que localiza os D-autovalores de
um grafo threshold qualquer, chamado diagonalize(G,y). Neste algoritmo, tendo
como entradas a sequéncia binaria que define o grafo threshold G e um ntimero real y,
obtemos o niimero de D-autovalores localizados nos intervalos (—oo, —y) e (—y, +00)
e, ainda, a multiplicidade de —y como D-autovalor. O algoritmo diagonalize(D,y)
estd apresentado abaixo:
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Algorithm 1 Algoritmo de Diagonalizagao

Require: Grafo Gey e R
Ensure: Matriz diagonal D

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:
25:
26:
27:

procedure Diagonaliza(G,y)
for allido d; + vy
end for
for m < n to 2 do
o d,,
if b,,_1 =1 and b,, = 1 then
if a +y # 2 then

dm_1 <

else
if b,,_1 =0 and b,, = 1 then
if y =0 then
dm—l +—1
dy, +— —1
else
1
dm,1 — o — —

dm <y
dm—l —1
end for

> subcaso la

> subcaso 1b

> subcaso 1c

> subcaso 2a

> subcaso 2b

Exemplo 4.1.1. Relembremos o grafo threshold visto no exemplo [2.2.2

Figura 4.1: Grafo threshold (0,0,1,1,1,0,0,1)
Observemos que aplicando o algoritmo diagonalize(G, 1) teremos:

51



‘ bi; d;
b [ Bl e[ [bel d ]| ber d || G T
@Tm%rﬁ o7 1|[o7 1for afor 1] 0 LT g
07 1| o 1ffor 1o tffor 1] O Uit
NI | I R R U I R R R I B 1
NI | R | R O | S R | AR R O 1 R
11 1}1 (S U S O O TV O TR | S NS W
Lol i1l o Sl R R o 2| Y
0,1 \ | % | § | § | % | \_2
0' 1 0" 0 0 0 0 0 | § 0
\ —— —— —— —— !
‘ e RS I B 1 4
4 4 4 4 7 ‘
‘ ‘ ‘ ‘ SR I T
L4
Aplicando o algoritmo diagonalize(D,2) temos:
‘ ‘ b d; || b d;
‘ ‘ b; 1 d; b; 1 d; || e[| S e
‘ bz dl bz dl SR N I T T
Z),Z‘T@()‘T*QO‘T*Q 0,20, 2 0, 2710, 2
0 2 | | ‘ ‘ 0" 20| o 0
| 0 o ll o allOr2| 0 2 o 3
O gl 1o el 2| 1 S
};; IR R A | R R I R
IR I I R R N I R
0' 2 012 0:2 01 = 01 = 0: 1 O: 1
| 02100l 2 2 2 2
0' 2 ‘ | 0"01J] 0" O ‘ ‘
[ ‘3 ‘3 \3 [ 3 0‘ 0 O‘ 0
1 2 1, - 1, = \ \ 3 3
‘ ;2 L2 L3 L3 1! = 12
22 S gl g

Como consequéncia do algoritmo, temos que —2 e —1 sdo D-autovalores de G,
ambos com multiplicidade igual a dois (dois zeros na tultima sequéncia em cada
caso). Generalizamos esse raciocinio para estudar a multiplicidade de —2 e —1 em
qualquer grafo threshold. Para tal definimos um novo parametro: a variacao binaria.

Definicao 4.1.2. Seja G um grafo threshold e (by, bs, ..., b,) sua sequéncia bindria.
A wvariagao bindria & de G é o nimero de elementos do conjunto {i|b; = 0,b;41 =
1,L1<i<n-—1}

Observemos que 1 < ¢ < 7 onde 7 é o trago de G.

Nosso préximo resultado determina, exatamente, a multiplicidade de —2 e —1
como D-autovalores de um grafo threshold, levando em consideracao que essa mul-
tiplicidade pode ser nula, ou seja, —2 ou —1 podem nao ser D-autovalores do grafo
em questao.

Teorema 4.1.3. Seja G = (by, by, ..., b,) um grafo threshold com trago T e variag¢io
bindria £. Entio mp(—2) =n—7—§ emp(—1) =7 —& se by =0 oump(—1) =
T—E&+1 seby=1.

Demonstragao: Seja G = (by,bs,...,b,). Toda sequéncia binaria é formada
por blocos de zeros e uns, vamos contar o nimero de entradas de cada bloco da
seguinte maneira: consideremos r; o nimero de entradas do primeiro bloco de zeros
da sequéncia bindria, s; o nimero de entradas do primeiro bloco de uns, ro 0 nimero
de entradas do segundo bloco de zeros da sequéncia binaria, s, 0 nimero de entradas
do segundo bloco de uns, e assim sucessivamente, até que r¢ seja o nimero de
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entradas do ultimo bloco de zeros e s¢ 0o nimero de entradas do ultimo bloco de uns
da sequéncia binaria. Entao:

£
Zri:n—r
i=1

bj=0sel1<j<n
bj=1ser; <j<mr +s
bj=0ser +s5 <j<ri+s +nr

bj:1se7“1+81—|-7"2<j§7’1+81+’F2—|—82

bj=0sen—re—s:<j<n-—s

bj=1sen—s:<j<mn

Aplicaquemos o algoritmo diagonalize(D,2) por etapas, primeiro para o ultimo
bloco de s¢ unidades:

‘ b; | d;
‘ ‘ i1 O L
! - . 7}‘77:7’7T7 :‘ :
i G | T o !

R I R S 0\2 0: 12
: T ) 2 | S&—i—
ol 2 || 02l Tl 0 s b=
ool b2l 2] g st

L, 2 : R : : \85_1

‘ . . :‘ : . .. ‘ .

E‘ o . | \5 | :

poo [ 12| g 13 2

1' 9 1:2 11 — 1:7 | %

| | |
YIRS R A -
C 2

11 2 1:22 P2 1‘5 | %

‘ ‘ 1 2 ! 1. -

‘ 112 ‘ 2

‘ I 2

1 2
Para realizar o préximo passo do algoritmo precisamos garantir que st + 1 #+
S¢

1, o que ¢ claro pois s¢ ¢ um inteiro positivo. Assim:
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b; | d;
e L
! :
0 9
1:85—0—2
| 25¢

S¢
113 -1
o€

| .
| :
1 5
]
1‘ §
|
1 °
| 2
1] 2

Agora apliquemos o algoritmo para a tltima sequéncia de r¢ zeros

i1 d; i | Oy i1 d; i d [T
e I i el i il et it IS
o o o o o

| | | |
1r2ff 12|21 e 11?
02| 0r2([0r2([]02 0:5
0,2l 0r2(0 2] 0,0 |
A | I I | IR I
. . . P . .
o2/ o2(or2loollgly
01200 2/[010[[010] ('
0,2/ 0, 0[ 0,00 0] !y

| | | |

, , , , |

Observemos que se realizarmos apenas mais um passo do algorimo, ele recome-
¢arda em algum dos passos anteriores, pois caimos no caso em que b,, = 1, b,,,_1 = 1,

a=0comy=2entdod,, + —(1—y) = —-led,_ 1+ lem<+ m—1oub,_; =0,
a:Ocomy:2entéodm<—a+%—1:—§edm,1<—2:
i | Oy i1 d; : i1 d
- - T - 7|0 - 7T - Z‘ 1 - -7 - = -
Do S ST s
| | | . . .
1210 2 I )
I I 0r 2 |
A Mo o) 10 E
1,0 1, -1 1 ! %
0:1 0: 1 03 O: -
9 9 \2 : 2
| | | : .
It I ‘ | :

Assim cada sequéncia de 7; zeros da sequéncia binaria nos garante r; — 1 entradas
nulas no algoritmo, logo temos:
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Apliquemos o algoritmo diagonalize(G, 1) na sequéncia binaria comegando pelo
ultimo bloco de unidades:

| . d 1o d
11 Uy 11U 11 Uy 108 []- ===
T ST ST T ] :
D! L L - o
o 1|l ortfforu|f o) 00
A R A S A O I -
T A L R T IV | R
|
1 RN I S
(AN N A U O O O O
|
11 11 10 10 1" 0
Lo 10 0f 100 1r0]] 1, o
Apliquemos o algoritmo para a sequéncia de zeros anterior:
bl; dz bl; dz
| e T il I i - === = ==
| | ) 1 i D : D :
A 11 i |- e a- =] : : :
| 1! i — - - - l . | |
i ST : : ! 1 1 1 1
T R | B AP | 11 — 267, | 75 — 1547,
o oty L ‘ 0 0,
1 ‘ ol 1]l 0 1 | 32r¢ — 16 ' 128r — 04
o 1|9t ol 1] 01 1| g1 32— || =820 1)
| O 1 | | |
0: 1 : ‘ :: : : : 4+8(7‘5—1) : 4+8(T‘5—1)
T . : '\ ’ P12 | s
. . | |
o 0, 1 0 1 ()‘ — | 9 | 9
vl o 1ol S F o —o5 || 0 ~o%
01 L4 | 55 | | 2;3 | 2?
il G e e
orol| oi 3L T B YT o | 3
I I R S 3, '3
| SR T I 1| Y "1
‘ ! : I . .‘ .
| . s .

Observemos que para a proxima sequéncia de unidades o algoritmo recomeca.
Entao, cada sequéncia de s; unidades da sequéncia binaria determina uma sequéncia
de s; — 1 zeros no resultado do algoritmo.

E ainda, se r; = 1, isto é, by = 1, temos que o ultimo passo do algoritmo (x)
garante mais uma entrada nula e assim:

mD(—l):i(Si—l)‘i‘l:T—fﬂLl

=1

E se r; # 1, isto é, by = 0, a entrada nula do passo (%) é substituida por uma
entrada nao nula, logo:
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Exemplo 4.1.4. Vejamos os sequintes grafos threshold:

>

Figura 4.2: Grafo threshold G e G4

Os grafos Gy = (0,0,1,1,1,0,0,1) e Gy = (0,1,0,1,1,0,0,1) possuem n = 8
vértices e trago T = 4. A variagao bindria de Gy é £ = 2, entdo mp(—1) =7—-§ =2
emp(—=2)=n—71—¢&=2. Jd a variagio bindria de Gy é £ = 3 entio mp(—1) =
T—¢(+1=2emp(—2)=n—T7—-¢=1.

Observemos que a partir do Teorema temos uma propriedade do D-espectro
de um grafo threshold discutida no corolario a seguir:

Corolario 4.1.5. Seja G um grafo threshold. Entdo —1 ou —2 sempre serd um
D-autovalor de G.

Demonstracgao: De fato, suponha que o trago de GG é 7 e sua variagao binaria é
§. Se —2 e —1 nao fossem D-autovalores de G entao pelo teorema temos que
mp(—2) =n—-17—-&=0emp(—1)=7—-—&§ =0o0oump(—1)=7—-6+1=0.
Se mp(—1) =7 —&+ 1 = 0 terfamos que £ = 7+ 1 o que é um absurdo pois
E<T.Semp(—2)=n—7—-E=0emp(—-l)=7—¢(=0entdo{ =n—7=r.
Isso significa que £ é igual ao nimero de entradas nulas e de entradas unitarias da
sequéncia binaria que define G.

Entao, pela definicdo de &, a sequéncia binaria de G nao possui zeros nem uns
consecutivos, ou seja, G = (0,1,0,1,0,1...,1), isto é, by = 1. Mas pelo o que foi
desenvolvido no Teorema temos que mp(—1) =7 — & + 1 =1, absurdo! ]

A partir do Teorema podemos determinar o nimero de D-autovalores dis-
tintos de um grafo threshold, em funcao da variacao binaria.

Corolario 4.1.6. Seja G um grafo threshold com variacdo bindria &. Entdo:

26, se by =1 e nao tem zeros consecutivos;
Np(G) =< 26+ 2, se by =0 e tem unidades consecutivas; .
28 + 1, caso contrdrio

Demonstragao: Seja G = (by,b,...,b,) um grafo threshold com n vérices,
trago 7 e variagao bindria &.

Se by = 1 entao, pelo Teorema —1 ¢ um D-autovalor de G' com multiplici-
dade 7 — £ + 1.

Se —2 também é um D-autovalor de GG, entao, pelo Teorema temos que G
possui n —mp(—1)—mp(—2) =n—(1—&+1) — (n—7—¢) = 2{ — 1 D-autovalores
simples e distintos de —1 e —2. Portanto, temos 2¢ + 1 D-autovalores distintos.
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Se —2 nao é um D-autovalor de GG, entdo, £ = n — 7 e o numero de autovalores
simples de G én—mp(—1) =n—(1—&£+1) = 2£ — 1. Logo, temos 2§ D-autovalores
distintos.

Se by = 0 temos que —2 é um D-autovalor de G com multiplicidade mp(—2) =
n—1-—E&.

Se —1 também é um D-autovalor de G entdo mp(—1) = 7 — £. Portanto, o
nimero de D-autovalores distintos é n — mp(—1) — mp(—2) + 2 = 2§ + 2.

Se —1 nao é um D-autovalor de G, entao 7 = £ e o nimero de D-autovalores
distintos é n —mp(—2) +1 = 2¢ + 1. n

Exemplo 4.1.7. Sejam os grafos G; = (0,0,1,1,1,0,0,1), Gy =
(0,1,0,1,1,0,0,1), G3 = (0,1,0,1,0,1,0,1) e G4, = (0,0,1,0,1,0,1). Temos
que seus D-espectros tém, respectivamente, 26, +2 = 6, 26 +1 =7, 263 = 8 ¢
264+ 1 =17, D-autovalores distintos, onde &; é a variagao binaria de G; para cada
1=1,2,3,4. A saber, seus respectivos espectros sao:

13-3 —Vi3-3
o specp(Gi) = (5 + V/29; \/_2;5 —V29; —12; - 2% \/;),

e specp(Gy) = (10,563; —0, 349; —0, 645; —1%; —2, -2, 351; —3, 218),
e specp(Gs) = (10,312; —0,267; —0,679; —0, 776; —1; —2,237; —2, 374; —2,977)
o specp(Gy) = (7,618;0,382; —0,581; —0, 767; —2; —2, 148; —2, 503).

Ainda podemos usar o algoritmo diagonalize(G,y) para localizar os D-
autovalores distintos de —2 ¢ —1 em intervalos:

Proposigcao 4.1.8. Seja G um grafo threshold com variacio bindria . Entao o
nimero de D-autovalores no intervalo (—oo, —2) é £ — 1 e no intervalo (—1,+00) é
Eseby=1oué+1 seby=0.

Demonstracgao:

Observemos que no algoritmo diagonalize(G, —2) realizado na demonstracao do
Teorema aparecem £ — 1 entradas iguais a —1 e as demais entradas nao nulas
sao positivas. Logo, existem £ — 1 D-autovalores menores que —2. De maneira
andloga, no algoritmo diagonalize(G,—1), também realizado na demonstragao do

Teorema |4.1.3, aparecem £ entradas iguais a —, uma entrada igual a 3 e as demais

entradas nao nulas sao negativas, quando r; # 1. Logo, existem £ + 1 D-autovalores
maiores que —1. Agora, se r; = 1 temos que as estradas positivas sdo apenas as

iguais a T 0 que garante existem & D-autovalores maiores que —1. ]

Observacgao 4.1.9. Nao ezistem D-autovalores de G no intervalo (=2, —1).

Dado um grafo threshold com n vértices temos que a variagao binaria & esta entre
n . o ~ L N
le 5 Vamos caracterizar nas duas préximas secoes os grafos com variacao binaria

maxima e minima.
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4.2 Grafos com variacao binaria minima

Iniciamos caracterizando os grafos com variacao binaria minima, isto ¢, £ = 1.
Neste caso temos os grafos split-completo.

Observe ainda que se o traco de um grafo split-completo G é T =1 entdo G ¢ a
estrela K ,_; e se 7 = n — 1 temos que G é o completo K,,. Em ambos os casos
conhecemos o D-espectro dos grafos:

specp(Kipn 1) =(n—2+vVn2—3n+5n—2—vn2—3n+5 -2"2)
specp(Ky,) = (n — 1, —1"71).

Encontramos na literatura uma descrigdo do D-espectro do join de grafos regu-
lares que nos auxilia na determinacao do D-espectro de um grafo split-completo.

Teorema 4.2.1. [Z]] Para i = 1,2, sejam G; um grafo k;-reqular com n; vértices
e N1 = ki, Nia,..., Ain, 0 espectro da matriz adjacéncia de G;. O D-espectro de
GV Gy consiste em N j, —2,2 < j; <mn;, e

2 2

Em [16] foi descrito o D-espectro de um grafo split-completo utilizando o Teorema
1.2.1] como se segue:

Corolario 4.2.2. [16] Seja K,V (n — q)Ky um grafo split-completo entao seu D-
espectro contém —1 com multipicidade ¢ — 1, —2 com multiplicidade n —q — 1 e

_q+3i¢mf3q+m2

ki +k ky —k
n1+n2—2— ! 2i\/(n1—n2—12)2+n1n2

n +q(n—q)

2 4

E imediato ver que os grafos K, e K, nao satisfazem tal Corolario (¢ =1 e
g = n —1). Mais ainda, nenhum grafo split-completo satisfaz o corolario. Vejamos
o contra-exemplo:

Exemplo 4.2.3. Considere o grafo KoV 3K, seu D-espectro é dado por —1 com

5++/33
2

no coroldrio acima temos os sequintes D-autovalores (além de —1 e —2):

multiplicidade 1, —2 com multiplicidade 2 e . Porém fazendoq=2en=5

2+3 5—324 1)
5—+i\/(+)+2(5—2):
2 4
5 [(0)?
S+ 2.3 =
2 s
5 5+ /33

O erro ocorreu em alguma substituicdo algébrica ao utilizar o Teorema {4.2.1]
Para reparar tal erro podemos utilizar o Teorema |4.2.1) porém escolhemos utilizar
o conteudo exposto nesse trabalho para obter o resultado.

Corolario 4.2.4. Seja G um grafo split-completo com n vértices, G # K, e G #
Ky 1. Entao Mp(G) =4, e os D-autovalores sio: —1, —2 e

(2n—7—3)£,/2n—7—3)2+87(n—7)(n— 1)
. .
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Demonstragao: Por hipétese temos que £ = 1, 7 # 1 e 7 # n — 1 entdo,
pelo Teorema —2 e —1 sdo D-autovalores de G e, pelo Coroldrio [4.1.6] temos
2(£ + 1) = 4 D-autovalores distintos de G.

Também podemos representar G por (n — 7)K; V K. Assim, a matriz distancia
de G ¢é dada por:

2(J - I)’N,*T JTL*T,T
JT,'n,—T (J - I)T

Usando a reduzida da matriz D e o Teorema [2.1.4] temos que os D-autovalores
distintos de —1 e —2 sao os autovalores da matriz D’ abaixo:

[2(71—7‘—1) T 1

n—T 7T—1
O polindmio caracteristico de D’ é dado por:
PN =X —-2n -7 -3\ +7(n—7)—2(n—1).

E suas raizes sio:

(2n—7—3)£,/2n— 7 —3)2+87(n—7)(n— 1)
5 .

Exemplo 4.2.5. Seja G = (0,0,0,0,1,1,1,1,1) o grafo split-completo, com n =9
vértices, traco T = 5, varia¢io bindria § = 1. O D-espectro de G é (5 + V21,5 —

V21, 1%, —2%).

Figura 4.3: Grafo split-completo

4.3 Grafos com variacao binaria maxima

n—1 ,
sen é

n n
O outro extremo de & é L§J, ou seja, £ = 5 sen é par e £ =

impar. Ambos os casos s6 sao possiveis quando temos o méaximo de unidades nao
consecutivas.

o n . ,
1° caso: n par. Temos £ = 5 e 7 = £. Neste caso o grafo que realiza esta cota é

Gy =(0,1,0,1,...,0,1).
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Exemplo 4.3.1. O grafo threshold abaixo tem n = 6 vértices e T = & = 3.

Figura 4.4: Grafo threshold G = (0,1,0,1,0,1)

Pelos resultados ja vistos, temos que GG; tem n D-autovalores simples e —1 é um
deles.

2° caso: n impar, £ = n% Temos duas possibilidades para o trago: 7 = £ ou
T=&+ 1.
-1

2
des sao nao consecutivas e em algum momento existem dois zeros consecutivos:

Gy, ={G=(0,1,...,0,1,0,0,1,0,1,...,0,1) com 0 < j < 7}. Pelos resulta-
—_———

e n impar, £ = e 7 = &: temos uma familia de grafos onde todas as unida-

2j
dos anteriores, o grafo G’ = (0,0,1,0,1,...,0,1) € Gy tem n D-autovalores
simples e —2 ¢ um deles (caso j = 0). J& os demais grafos G € Gy e G # G’
tem n D-autovalores simples com —1 e —2 pertencentes ao seu D-espectro.

Exemplo 4.3.2. O grafo threshold abaizo tem n =7 vértices e T = &£ = 3.

Figura 4.5: Grafo threshold G = (0,1,0,1,0,0,1)

n—1
e n impar, £ = 5 eT = ¢ 4+ 1: temos uma familia de grafos onde todos
0S zeros sao nao consecutivos e em algum momento existem duas unidades
consecutivas: Gz = {G = (0,1,...,0,1,1,0,1,...,0,1) com 1j < 7}. Pelos
—_———

2j
resultados anteriores, os grafos G € G3 tem n — 2 D-autovalores simples e —1
¢ sempre um D-autovalor duplo.

Exemplo 4.3.3. O grafo threshold abaixo tem n = 7 vértices, traco T = 4 e

£=3.

Figura 4.6: Grafo threshold G = (0,1,0,1,1,0,1)
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Os grafos threshold aqui caracterizados sao aqueles que possuem o niimero ma-
ximo de D-autovalores distintos, ja que posuem variacao binaria maxima.

4.4 Indice de Wiener

O indice de Wiener é um parametro associado a matriz distancia do grafo.

Definigao 4.4.1. [16] O indice de Wiener de um grafo é a metade da soma de todas
as entradas da matriz distancia D = [d;;], de um grafo G, ou seja, a soma de todas
as distancias entre dois vértices de G, isto €,

1<i<j<n
Veremos agora o idice de Wiener dos grafos extremais em relacdo a variagao
binéria.
Proposicao 4.4.2. O indice de Wiener do grafo split-completo G com n vértices e

traco T € dado por:

T—171

W(G)z(n—7)(n—1)+( 5

Demonstracgao: De fato, como G tem n vértices e traco 7 podemos escrever
G = (n—7)K; V K, e sua matriz distdncia é dada por:

2 = Do Ty
JTX(n—T) (J - I)T

Logo, o indice de Wiener de G é:

2n—7—-1)(n—7)4+2n—T7)7+ (7= 1)T

W(e) = '
_ 2(n—T)n—7—147]+ (-7
2
- (n—7)(n—1)+(7_21)T

Proposicao 4.4.3. O indice de Wiener de G; = (0,1,0,1,...,0,1) é W(G;) =
(31 —2).

Demonstracgao:

Observemos que 7 = " Provemos por indugdo sobre 7 que W(G;) = 7(37 — 2).

Para 7 = 1, temos que G; tem como matriz distancia a matriz (J — I),, logo,
W(Gh) = ; —1(3.1-2).

Suponhamos que G tem trago 7 = k entdo W(G1) = k(3k — 2). Consideremos

H = (G1UK;)V Ky, ou seja, H = (0,1,0,1,...,0,1) com n + 2 vértices e trago
7=k + 1. Entao:
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D(Gh) 29 1o
DG =| 2y 0 1
1, 1 0

Assim teremos:

2W(Gh) + 2(2k) + 1(2k) +2(2k) + 1(2k) + 1+ 1

WG = |

k(3K —2) + 6(2k) + 2
B 2
OGR4+ 8k +2
B 2
2+ 1)(Bk+1)
B 2
= (k+1)B(k+1)—2)

Assim para qualquer 7 temos W (G;) = 7(317 — 2). ]

Proposigio 4.4.4. O indice de Wiener de G € Gy é W(G) = 352+ (35 +1)(17 — j).

Demonstragao: Para determinar o indice de Wiener de GG observemos que os 2j
primeiros vértices formam o subgrafo induzido G; = (0,1,0,1,...,0,1) e os 2(7 — j)
tltimos vértices formam outro subgrafo induzido G} = (0,1,0,1,...,0,1). Entao
sua matriz distancia pode ser escrita da seguinte maneira:

[ D(G1) 255 25 1y ... 2 1;]
2, 0 2 1 2 1
2, 2
1, 1
: D(GY)

2,
L 1 _

Entdo, usando a Proposicao para calcular W(G;) e W(G), temos:

W(Gs) = W(G1)+W(G/1)+4j+6j(7'—g')_|_6(7._j)
(37 —2)j+ [B(r —J) = 2/(7 — j) + 25 + 3j(7 — j) + 3(7 — j)
= 3% —j=3jT+7+37"
= 32+ Bj+1)(r—J)

Proposicao 4.4.5. O indice de Wiener de G € Gy é dado por W(G) = 352 +37% —
3T+ + 57+ 2.

Demonstragao: Para determinar o indice de Wiener de G observemos que os
2j primeiros vértices formam o subgrafo induzido G; = (0,1,0,1,...,0,1) e os
2(7—j—1) dltimos vértices formam outro subgrafo induzido G} = (0,1,0,1,...,0,1).
Entao sua matriz distancia pode ser escrita da seguinte maneira:
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D(G1) 1 25 1y 2; 1; |
i, 0 2 1 2 1
t
: D(GY)

2, 2
Ly 1 ]

Entéo, usando a Proposi¢ao para calcular W(G;) e W(GY), temos:

W(Gs) = W(G1)+W(G/1)+2j+6j(7—j_21)_|_6(T_j_1)

= 3j-2)j+Br—i-1)=-2r—j-D+j+3j(r—j-1)+3(r—-j—-1)
3524+ 312 —3jr+j+ 57 +2

4.5 Caracterizacao de grafos threshold com 4 e 5
D-autovalores distintos

Como consequéncia do Corolario temos que para um grafo threshold G-

e b = 0 se e, somente se, mp(—2) = n—7—§& > 0 e Np(G) =
26 +1seT=¢ _
2¢ 4 2 caso contrario ’

e b = 1 se e, somente se, mp(—1) = 7 —-—&+1 > 0 e Np(G) =

{2§sen:T+§

2§ + 1 caso contrario.

Usaremos a andlise acima para estudar grafos threshold com Mp(G) = 4 e
Np(G) = 5.

Corolario 4.5.1. Seja G um grafo threshold com n vértices e 4 D-autovalores dis-
tintos. FEntdo G é um grafo split-completo diferente do grafo completo K, e da
estrela K1,—1 ou G=(0,1,...,1,0,1,...,1) com 1 <i<n-—3.
w—/
Demonstragao: Suponha que 91p(G) = 4. Pelo Corolario temos que
26 =4o0u2+1=40u2+2=4. Como £ é um inteiro positivo temos que

26+ 1 #4.
Se 26 = 4 entao £ = 2 e, pelo o que foi visto acima, by =1 en =74, isto é, 7 =
n — 2. Portanto, ndo temos zeros consecutivos. Assim, G = (0,1,...,1,0,1,...,1)
—_———

i
com1l<i:<n-—3.

Se 26+2 =4 entao & = 1 entdao G = (0,...,0,1,...,1) é um grafo split-completo
———

com?#1ei#n—1pois K,, e K, tem apenas 3 D-autovalores distintos. (]
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O D-espectro de um grafo split-completo foi descrito no Corolario|4.2.4, Em nossa
préxima proposigao obtemos o D-espectro do grafo G = (0,1,...,1,0,1,...,1) com
———

n vérticese 1 <7< n—3.

Proposicao 4.5.2. Seja G = (0,1,...,1,0,1,...,1) o grafo threshold com n vértices
H',—/

el <i<n—3. Os D-autovalores de G sio (—1)""* e as raizes do polindémio abaizo:
pA) =X —(n—=3)N+(2n = 3N+ (n —2—i)(Ti +8) — 4(i + 1).

Demonstracgao: Pelo Teorema temos que —2 nao é um D-autovalor de
Gequemp(—1) =7—&¢+1=n—-2— =1=mn—3. Para descrever os demais
D-autovalores vamos precisamos da matriz distancia D de G:

0 1 1.2:1 1 ... 1
1 1020101 .01
; R
11 ... 02,11 ... 1
D=|22 ...2/0;11..1
11 17110 1 1
11 ... 11111 0 1
| |
E\Z\ .
[ .
11 1101 1 0 |

Pelo Teorema temos que os D-autovalores de G distintos de —1 sdo os
autovalores da matriz:

7 2 n—2—1
D'=1]20i+1) 0 n—2—1
i+1 1 n—3-—1

E o polindmio caracteristico de D’ é dado por:
pN) =X —(n—=3)N+2n =3 A+ (n—2—i)(7i +8) —4(i + 1)

Agora podemos provar que se dois grafos threshold com 4 D-autovalores distintos
sao co-espectrais entao eles sao isomorfos.

Teorema 4.5.3. Se G € um grafo threshold com 4 D-autovalores distintos entao G
¢ unicamente determinado pelo seu espectro.

Demonstragao: Sejam (G e (G5 grafos threshold co-espectrais tais que
Np(G1) = Np(Ge) = 4. Se Gy é split-completo e Gy = (0,1,...,1,0,1,...,1)
——

com 1 < i < 7 entao eles nao podem ser co-espectrais, pois, pelo Corolario e
pela Proposigao [4.5.2) —2 € Specp(Gy) e =2 ¢ Specp(Gs). Entdao ou Gy e Go sdo
ambos split-completos ou G; = (0,1,...,1,0,1,...,1)e Gy, = (0,1,...,1,0,1,...,1)

para algum j <n—2ei<n—2.
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Se GG e G sdo ambos split-completos co-espectrais com 4 D-autovalores distin-
tos, entao temos que —2 é um desses D-autovalores com multiplicidade n — 7 — 1 =
n — 1o — 1, portanto, 7, = 7». Logo, G é isomorfo a GG pois sao representados pela
mesma sequéncia bindria.

Se G; =(0,1,...,1,0,1,...,1) e G, = (0,1,...,1,0,1,...,1) sdo co-espectrais

3
entao temos que os] trés D-autovalores, distintos de —1, sao raizes de um mesmo
polinémio. Como pela Proposicao tais polindomios dependem de i e j temos
que © = j e Gy é isomorfo a G5 pois sao representados pela mesma sequéncia binaria.
[

A préxima proposicao caracteriza os grafos com cinco D-autovalores distintos.

Proposicao 4.5.4. Seja G um grafo threshold com n vértices, trago 7 ¢ Np(G) =
5.  Entao G = (0,...,0,1,0,...,0,1) com 2 < i < n—3 ou G =
H‘/—/
0,1,...,1,0,...,0,1,...,1) para algum 1 <i <7 —1
W—/
Demonstragao: Se GG possui cinco D-autovalores distintos temos duas situagoes:
ouby,=0e7=¢&ouby=1en>7+¢& Em ambos os casos temos que £ = 2.

Se b, = 0 e 7 = ¢ temos duas unidades nao consecutivas, ou seja, G =
(0,0,...,0,1,0,...,0,1). Os D-autovalores de G sio —2""* e os autovalores da
————

i
matriz reduzida da matriz distancia abaixo:

2i—2 1 2n—2i—4 1
i 0 2n—2i—4 1
2 2 2m—2i—6 1
i 1 n—j—2 0

O polinémio caracteristico da matriz acima ¢ dado por:
M — (20 —8)X\ — (9 — 3i — 21)A\* 4 (2in — 2i* — 12n +4i +20) A +in —i> —4n +2i +4

Seby=1len>71+€temos G =(0,1,...,1,0,...,0,1,...,1)com 1 <i<7—1.
W—/
E ainda, os D-autovalores de G = (0,1,...,1,0,...,0,1,...,;1),onde 1 <i <7 —1,
R'f—/
sao — e os autovalores da matriz D" abaixo que é a reduzida da matriz

distancia D de G:

17’—1 _2n—T—1
)

1 2n — 21 — 2 T—1
2042 2n—21—4 T —1
1+1 n—7—-1 7—0-1
O polinémio caracteristico da matriz acima é dado por:

N —(2n—7=5) A2+ [(n—7+1)(7—30)+74+8|A\—i*(n—7—1)+7i + 2(n—7) —4(i+1)(n—1)—3iT
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Observe que os grafos acima tem D-espectros distintos pois, por exemplo, —1

sempre serd um D-autovalor do grafo G = (0,1,...,1,0,...,0,1,...,1) com 1 <
A'f—/
i <7 —1 e nunca serd um D-autovalor do grafo G = (0,0,...,0,1,0,...,0,1) com
\ﬂ_/
2<:1<n-—3.

Assim como no caso Mp(G) = 4, temos que os grafos com cinco D-autovalores
distintos sao determinados pelo seu espectro.

Teorema 4.5.5. Seja G um grafo threshold com 5 D-autovalores distintos entao G
¢ determinado por seu espectro.

Demonstracgao: Sejam G; e (G5 grafos threshold com 5 D-autovalores distintos
e co-espectrais. Ja sabemos que para ambos os grafos temos que by = 0 ou by = 1.
Suponha que para G e Gy temos que by = 0 entao G; = (0,0,...,0,1,0,...,0,1)
%4/_/

(2
e Gy =(0,0,...,0,1,0,...,0,1) para algum i e j entre 2 e n — 3. Porém podemos
%4/_/
j

perceber que os demais D-autovalores de GGy e G5 sao raizes de polinomios que
dependem de 7 e j, respectivamente. Logo, se G; e G5 sdo co-espectrais i = j.
Portanto, G; e (G5 sdo isomorfos pois sdao definidos pela mesma sequéncia binaria.

Agora suponha que para G; e Gy com traco 71 > 1 e 7o > 1, respecti-
vamente, tenhamos que by, = 1. Entdao G; = (0,1,...,1,0,...,0,1,...,1) e

——

7
Gy = (0,1,...,1,0,...,0,1,...;,1) com 1 < i <7 el <j<m Pelo Teorema
H—/
j
temos que mp(—1) =7 — 2 =7, — 2, entdo 7y = 7. E ainda, podemos perce-
ber que os demais D-autovalores de (G; e (G5 sao raizes de polindmios que dependem
de i e j, respectivamente. Logo, se G; e G5 sao co-espectrais ¢ = j. Portanto, G e
(G5 sao isomorfos pois sao definidos pela mesma sequéncia binaria. [

4.6 Duas familias de grafos threshold

Veremos agora alguns resultados para duas familias especificas de grafos th-
resholds, também estudadas em [10].

Definicao 4.6.1. Sejam n e 7 inteiros positivos tais quen > 7 e3 < 17 < n — 3.

O grafo pineapple P, com n vértices e traco T é o grafo threshold definido pela

sequéncia bindria (0,1,...,1,0,...,0,1), ou seja, € o grafo obtido acrescentando
—_———

T—1
vértices pendentes a um mesmo vértice de um grafo completo K, .

Exemplo 4.6.2. Sejam n =9 e 7 = 5 entdo o grafo pineapple Py 5 serd definido
por (0,1,1,1,1,0,0,0,1):
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Figura 4.7: Pineapple

No que se segue consideremos n e 7 inteiros tais quen > 5e4 <7 <n — 2.

Em [I0] os autores construiram uma familia G de grafos threshold G, com
n vértices e trago 7, onde Gy € o pineapple e para cada r e s inteiros tais que
1<s<n—-7-2el<7r<71-1, G, éobtido a partir de G acrescentando
r(n —7 — 1) + s arestas entre vértices especificos de Gy de modo que as sequéncia
binédrias obtidas sao:

Gs»=1(0,1,...,1,0,...,0,1,0,...,0,1,...,1)
—_———— —— ~—
T—r—2 s r+1

Observemos que cada grafo G, ¢ obtido a partir do pineapple ligando um vértice
fixo da maior clique do pineapple a um vértice pendente do mesmo até que se esgotem
os vértices pendentes, quando fixamos novo vértice da clique e repetimos o processo,
até que encontremos o grafo split-completo (n — 1)K V K.

Em [9] foi definida uma outra familia de grafos threshold também a partir do
grafo pineapple P, -, a familia F de grafos Fy, com n vértices e trago 7 , onde Fpq ¢
o pineapple e para cada r e s inteiros taisque 1 <s <7-2el <r<n-—-7-1, F;,
¢ obtido a partir de Fp o acrescentando r(7 — 1) 4 s arestas entre vértices especificos
de Fjp de modo que as sequéncia bindrias obtidas sao:

F,,=(0,...,0,1,...,1,0,1,...,1,0,...,0,1)
Wl_xw_l/ N—_——r
r+ T—8— &

Observemos que cada grafo Fj , ¢ obtido a partir do pineapple ligando um vértice
pendente fixo do pineapple a um vértice da maior clique do mesmo, até que se reste
apenas um vértice da clique sem ligacao, quando fixamos novo vértice pendente e
repetimos o processo, até que encontremos o grafo split-completo (n — 7)K; V K.

Exemplo 4.6.3. Sejam n =9 e 7 =05. Entao alguns dos grafos da familia G sdo:
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(0,1,1,1,1,0,0,0,1) (0,1,1,1,0,1,0,0,1) (0,1,1,1,0,0,1,0,1)

Figura 4.8: Pineapple, G;o = (0,1,1,1,0,1,0,0,1),G2o = (0,1,1,1,0,0,1,0,1)

Figura 4.9: Gy; = (0,1,1,0,1,0,0,1,1),Go1 = (0,1,1,0,0,1,0,1,1) e Go5 =
(0,0,0,0,1,1,1,1,1)

Exemplo 4.6.4. Sejam, ainda, n =9 e T = 5, entao alguns grafos da familia F sdo:

0,1,1,1,1,0,0,0,1) (0,1,1,1,0,1,0,0,1) (0,1,1,0,1,1,0,0,1)

Figura 4.10: Pineapple, 1o = (0,1,1,1,0,1,0,0,1), F5o = (0,1,1,0,1,1,0,0,1)
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Figura 4.11: Fy; = (0,0,1,1,1,1,0,0,1),F;; = (0,0,1,1,1,0,1,0,1) e Fp3 =
(0,0,0,0,1,1,1,1,1)

Teorema 4.6.5. Seja G familia de grafos threshold com n > 7 vértices e traco T e
considere 0 <r<7—-1,0<s<n—7—-2er(n—7—1)+s<(r—1)(n—7—-1).
Entao qualquer G, € G pode ser escrito como join e uniao de grafos completos da
sequinte maneira:

GS’T = r+1\/[(n—7'—8— 1)K1U(K1\/(SK1UKT,T,1))].

Demonstracao: De fato, G, ¢ definida pela seguinte sequéncia binaria:

0,1,...,1,0,...,0,1,0,...,0,1,...,1)
T—r—2 s n—r1—s—1 r+1

Estudemos cada parte da sequéncia, levando em consideracdo que uma entrada
nula representa um vértice isolado acrescido ao grafo e uma unidade representa o
acréscimo de um vértice que estaré ligdo a todos os vértices anteriores.

As (1 — r — 1) primeiras entradas formam o completo K,_,._1; 0s s zeros seguintes
unem s vértices isolados ao grafo, formando sK1UK,_,_1; A (T—r+s)-ésima entrada,
que é uma unidade, representa um join de um vértice com o grafo que foi formado
até agora, logo, K1V (sK1UK,_,_1). Os (n—7 —s—1) zeros seguintes representa a
unido de (n —7 —s—1) vértices isolados: (n—7—s—1)K; U (K;V (sK1UK,_,_1)).
E por fim, as (r + 1) tltimas unidades representam umgjoin com o completo K, 1,
ouseja, K,y V[(n—7—s—1)K;U(KV (sK1UK,_,_1))]. ]

Exemplo 4.6.6. Seja G153 = (0,0,1,0,0,1,1,1,1), temos que n =9 e 7 =5 entdo
G113 serd reescrito da sequinte maneira:

Ky V2K, U (K, V 2K))]

Teorema 4.6.7. Seja G familia de grafos threshold com n wvértices e traco T e
considere 0 <r<7—1,0<s<n—-7—-2er(n—7—1)+s<(r—1)(n—7—-1). O
espectro da matriz distancia do grafo Gs, € G é formado por —2 com multiplicidade

no minimo n—71—3, —1 com multiplicidade minima 7—2 e os autovalores da matriz
M abaizo:

r n—7—s—1 1 s T—r—1
r+1 2(n—7—s5—-2) 2 2s 2(r—r—1)
r+1 2(n—7—s—-1) 0 s T—r—1
r+1 2(n—7—s—-1) 1 2(s—1) 2(r—r—1)
r+1 2n—7—s—-1) 1 2s T—1r—2
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E ainda:

e quando s = 0 teremos que a multiplicidade de —1 sera T — 1;

o quandos=0e0<r<7—-3o0us#0er=r7—2teremos que a multiplicidade
de —2 seran — 1 — 2;

e quando s =0 er =71 — 1 teremos que a multiplicidade de —2 sera n — 1 —1;

e em todos os outros casos a multiplicidade de —1 serda T — 2 e a de —2 serd
n—71—3.

Demonstracao: Pelo Teorema [4.1.3| para determinar a multiplicidade de —2 e
—1 precisamos apenas determinar . Entao:

e Quando s=0e 0 <7 <7 —1 o0 grafo Gy, ¢ definido pela sequéncia bindria:

(0,1,...,1,0,...,0,1,....1)
T—r—2 n—7—1 r+1

Logo, £ = 2 e a multiplicidade de —1 sera 7 — &+ 1 =17 — 1 (pois 1 = 1).

e Quando s =0e0 <r<7—-—3ous#0er =7—2teremos £ =2ea
multiplicidade de —2 sertan —7—&6=n—7 — 2.

e Quando s =0er =7 — 1 teremos £ = 1 entao a multiplicidade de —2 sera
n—-T-¢(=n—7—-1

e Em todos os outros casos £ = 3 e r; = 1, entao a multiplicidade de —1 sera
T—¢(+1=7—-2eade —2serdn—7—-—=n—7-—3.

Pela podemos representar a matriz distdncia D da seguinte maneira:

(J - I)rJrl Jr+1,n77'fsfl Jr+1,1 Jr+1),s Jr+1,7'77"71
Jnf‘rfsfl,rJrl 2(J - I)nfosfl 2Jnf‘rfsfl,1 2Jn7‘rfsfl,s 2Jn777571,‘r*r71
Jl,r—l—l 2J1,n—7-—s—1 0 Jl,s Jl,’r—r—l
Js,r+1 2Js,n777571 Js,l 2(<] - I)s 2!]3,7'77‘71

JT—T—I,T+1 2J7'—7’—1,n—7'—s—1 JT—T—I,l 2J7'—7‘—1,s (J - I)T—T‘—l

Os autovalores —2 e —1 com suas multiplicidades representam no minimo 7 — 2+
n—7—3 = n—>5 dos autovalores de D, pelo Teorema os outros D-autovalores
sao os autovalores da matriz 5 X 5 do enunciado, pois ela ¢é resultado de particionar
D em blocos de matrizes com soma de linhas constantes.

[

Observe que se s = 0 entao G, € tal que um vértice da maior clique do pineapple
estd ligado a uma folha se e somente se esse vértice estd ligado a todas as folhas.
Ses#0er =7—2entdo G,,_5 tem 7 — 1 cliques de tamanho 7. Ese s =0 e
r =7 — 1 temos que Gy ,_1 é o grafo split-completo K, V K,,_.

Teorema 4.6.8. Seja F familia de grafos threshold com n vértices e traco 7 e
considere 0 <r <nmn—-7—-2¢e¢0<s <7—2. Entao qualquer Fy, € F pode ser
escrito como joins e unioes de grafos completos da sequinte maneira:
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Fsﬂ« : Kl V {(n — T =T — 2)K1 U [KS vV (Kl U (KT—S—]. V (7" + 1)K1>)]}

Demonstracao: De fato, a sequéncia binaria que define F;, ¢ dada por

0,...,0,1,...,1,0,1,...,1,0,...,0,1)
r+ T—8— s n—T—r—

As (r + 1) primeiras entradas nulas representam r + 1 vértices isolados: (r + 1)Kj.
As (7 — s — 1) entradas unitarias seguintes formam um join com o completo K, 1:
K. s 1V (r+1)K,. A(r—s+r+ 1)-ésima entrada nula acrescenta um vértice
isolado: Ky U (K,_s1 V (r+1)K7). As s entradas unitérias seguintes representam
um join com o completo K K,V (K3 U (K51 V(r+1)Ky)). As(n—71—1r—2)
tltimas entradas nulas acrescentam (n — 7 — r — 2) vértices isolados: (n —7 —r —
2)K UKV (K3 U(Kr—s—1V(r+1)K;))]. E por fim, a ltima unidade representa um
join com um vértice: K;jV{(n—7—r—-2)K; UK,V (KiU(K,_s_1V (r+1)K;))|}.
n

Teorema 4.6.9. Seja F familia de grafos threshold com n vértices e traco 7 e
considere 0 <r<n—-7—-1,0<s<7—-2er(r—1)+s<(n—7-1)(r—1). O
espectro da matriz distancia do grafo F, € F é formado por —2 com multiplicidade
no minimo n—T1—3, —1 com multiplicidade minima 7 —3 e os autovalores da matriz
N abaixo:

T—s—1 r+1
2(r—s—1) 2(r+1)
T—s—1 r+1
2(r—s—1) 2(r+1)
T—85—2 r+1
T—s—1 2r

n—717-—r—2 s
2(n—17—r—3) 2s
2n—717—1r—2) s—1
2(n—1—r—2) s
2(n—1—r—2) s
2 )

e i e e )
DN D= DN

n—17—1r—2 5

E ainda:

e Ses=0er=0our=n—7—1 entdo a multiplicidade de —1 serd T — 1;
e Ses=0er=n—1—2 entao a multiplicidade de —1 serd T — 2;

e Ses=0e0<r<n—-7—-—3o0us#*0er =n—71—2 teremos que a
multiplicidade de —2 sera n — 7 — 2;

e quando s =0 er =n—1—1 teremos que a multiplicidade de —2 sera n—1—1;

e cm todos os outros casos a multiplicidade de —1 sera 7 — 3 e a de —2 serd
n—71—3.

Demonstracao: Pelo Teorema para determinar a multiplicidade de —2 e
—1 precisamos apenas determinar . Entao:

e Se s=0er =0 temos que £ =2 e r; =1 entdo a multiplicidade de —1 sera
T—¢(+1=7—1. Ses=0er=n—7—1¢€temos que £ =1 com r, # 1
entdo a multiplicidade de —1 serd 7 — & =7 — 1.

e Ses=0er=n—7—2temos que £ = 2 entdo a multiplicidade de —1 sera
T—&6=T -2
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e Ses=0e0<r<n—-7—-3ous#0er=n—7—2temos que { =2 e a
multiplicidade de —2 seran —7—&=n—7 — 2.

e Ses=0er=n—7—1 teremos que ¢ = 1 a multiplicidade de —2 serda n — T
tau —&§=n—17—1;

e Em todos os outros casos temos que £ = 3, entao a multiplicidade de —1 sera
T—3eade —2serAn—171—3.

Pelo Teorema podemos representar a matriz distancia D da seguinte ma-
neira:

_ 0 JSp—r—r—2 J1,s 1 Jr—s—1 J1r41 i
Jn—T—r—Q,l 2(J - I)n—‘r—r—? 2Jn—7’—r—2,s 2Jn—7—r—2,1 2Jn—7’—r—2,7’—5—1 2Jn—‘r—r—2,r+l
Js,l 2Js,n—7—r—2 (J - I)s Js,l Js,T—s—l Js,r+1

1 2J1,n77—7r72) Jl,s 0 2<]1,7'—s—1 2J1,r+1)
JT—s—l,l 2JT—8—].,TL—T—T—2 JT—S—].,S 2JT—s—l,l (J - I)T—S—l J‘r—s—l,r—H
L Jr+1,1 2Jr+1,n—7—r—2 Jr—l—l,s 2Jr+1,1 Jr—l—l,r—s—l 2(J - I)r—l—l

Os autovalores —2 e —1 com suas multiplicidades representam no minimo 7 — 3 +
n—71—3 =n—6 dos autovalores de D, pelo Teorema [2.1.4] os outros D-autovalores
sao os autovalores da matriz 6 X 6 do enunciado, pois ela ¢é resultado de particionar
D em blocos de matrizes com soma de linhas constantes. [

Observe que se s = 0 e r = 0 temos que Fy € o pineapple. Se s =0er =n—7—1
entao Fy,,—,—1 ¢ o grafo split-completo K, VK, ;. Ses=0e0<r<n—-7-3
entao temos r + 1 cliques de tamanho 74 1. E se s é qualquer e r = n — 7 — 2 temos
s cliques de tamanho 7 e n — 7 — 1 cliques de tamanho 7 + 1.

4.7 Variacao binaria como uma ferramenta estru-
tural

Nas secoes anteriores obtivemos as multiplicidades de —1 e —2 como D-
autovalores e o nimero de D-autovalores distintos, a partir da sequéncia binaria
do grafo threshold.

Veremos agora nos Corolarios[4.7.9]e como obter estes mesmos e resultados
a partir de pardmetros conhecidos, diretamente, do grafo.

Como ja mencionamos, um grafo threshold é uma subclasse de grafos cordais
(grafos que nao possuem C, como subgrafo induzido, para todo n > 4), vamos
estudar as consequéncias que esse fato acarreta a um grafo threshold. Para isso
vamos a algumas defini¢oes e resultados:

Definigao 4.7.1. [5] Um vértice v de G € dito simplicial quando o conjunto de
vértices adjacentes a v formam uma clique em G. Denotaremos por N(v) o conjunto
de vértices adjacentes a v e por N[v] o conjunto N(v)U{v}. Um subconjunto C' C V
é dito uma clique mazimal de G quando C € uma clique e ndo existe outra clique C’
tal que C C C".

O Teorema a seguir liga a nocao de vértice simplicial e clique maximal.
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Teorema 4.7.2. [5] Um vértice é simplicial em um grafo cordal G se e somente se
pertence a exatamente uma clique maximal de G.

Uma clique de um grafo é dita clique simplicial quando é uma clique maximal
que contém pelo menos um vértice simplicial.

Definigao 4.7.3. [J] Um subconjunto S C 'V € um separador de vértices para vérti-
ces nao adjacentes u e v (um uv-separador) se a remogdao de S do grafo separa u e v
em duas componentes conexas distintas. Se nenhum subconjunto proprio de S € um
uv-separador entdo S € um uv-separador minimal. Se S € um uv-separador minimal
para algum par de vértices u e v qualquer, ele é chamado de separador minimal de
vértices.

Usaremos mais dois resultados sobre grafos cordais:

Teorema 4.7.4. [5] Um grafo G é cordal se e somente se todo separador minimal
de vértices € uma clique.

Teorema 4.7.5. [J] Um conjunto S é um separador minimal de vértices de um grafo
cordal G se e somente se existem cliques maximais C e C' de G tais que S = CNC'.

Exemplo 4.7.6. Retomemos o exemplo de grafo threshold da Figura[{.13

Figura 4.12: Grafo threshold (0,0,1,1,1,0,0,1)

Se rotularmos os vértices sequndo sua inser¢ao no grafo temos que os vértices vy,
Vg, Vg € U7 SGo vértices simpliciais, {vy,vs, vy, V5, 08}, {v2, V3,04, V5,06, 08}, {vg, v}
e {vr,us} formam cliques mazimais e {vs, vy, vs,v8} e {vs} sao os separadores mi-
nimais de vértices de G.

Nesta secao relacionamos a variagao binaria com o nimero de separadores mini-
mais de vértices de um grafo threshold, para isso expomos alguns resultados obtidos
nesses trabalho.

Proposicao 4.7.7. Os vértices correspondentes aos zeros de um grafo threshold sdo
vértices simpliciais de G.

Demonstracgao: De fato, se v; corresponde a b; = 0 na sequéncia binaria de um
grafo threshold G, entao N(v;) = {v;|b; =1 ei < j} forma uma clique por definicao
de vértices dominante. Assim v; é simplicial. n

Observemos que o tnico vértice de um grafo threshold que sempre é simplicial é
o vértice vy associado a by. De fato, se by = 0 temos que, pela proposicao anterior,
vy é simplicial. Se by = 1 entdo temos que N(vy) = {v1} U {w;|b; = 1,7 > 2} que é
uma clique. Logo, v, é simplicial. Nesse caso, N[vi| = Nvs].
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Seja v; um vértices simplicial de G e Nlv;| a clique maximal que contém v;.

Se i = 1 com by = 1 entdo Nv;] N Nv;] = N(v;) para todo v; vértice simplicial
diferente de v; e v5. Se v; e v; sao vértices simpliciais e nao existe k entre ¢ e j tal
que by = 1 entdo Nv;] N Nvj] = N(v;) = N(v;j). Por fim, se v; e v; sdo vértices

simpliciais e existe k tal que i < k < j com by = 1 entdo N[v;] N N]v;] = N(v;).

Como podemos notar até aqui, muitos resultados apresentados dependem do fato
de by ser igual a 1 ou 0. O préximo teorema apresenta o que muda na estrutura do
grafo nestes dois casos: a quantidade de separadores minimais de vértices.

Teorema 4.7.8. Seja G = (by,by,...,b,) um grafo threshold diferente do grafo
completo com wvariacao bindria . Entdo o numero de separadores minimais de
vértices de G é & — bs.

Demonstracao: Pelo Teorema [4.7.5] temos que os separadores minimais de vér-
tices sao intersecoes de cliques maximais e como ja vimos as cliques maximais de um
grafo threshold sdo dadas por N|uv;] tais que v; sdo vértices simpliciais de G. Pelo
estudo feito anteriormente, cada sequéncia de zeros da sequéncia binaria determina
um separador minimal de vértices diferente, exceto, N(v1) no caso em que by = 1
pois, nesse caso, N(vj) ndo é interse¢ao de cliques maximais. Como por defini¢ao
de variacao bindria temos £ sequéncias de zeros na sequéncia binaria entao:

e Se by = 1, temos £ sequéncias de zeros que definem £ — 1 separadores minimais
de vértices de G.

e Se by = 0, temos & sequéncias de zeros que definem & separadores minimais de
vértices de G.

Observemos que, segundo a notacdo usada para quantificar as sequéncias de

zeros e uns da sequéncia bindria, temos que se v; ¢ um vértice simplicial de um
3
grafo threshold G entdo |N (v, )| = Y _ s;. E ainda, se v; e v; sdo vértices simpliciais

Jj=i
tais que i < j e N(v;) # N(v;) entdo N(v;) D N(v;), ou seja, os separadores
minimais de vértices formam uma cadeia decrescente de cliques, pelo Teorema [4.7.4]

Com o Teorema[d.1.3]e o Teorema[L.7.5] podemos enunciar os seguintes corolarios
que relacionam a estrutura do grafo com seu D-espectro:

Corolario 4.7.9. Seja G um grafo threshold com n vértices, nimero clique w e s se-
paradores minimais de vértices, entao —1 é um D-autovalor de G com multiplicidade
w—s—1.

Demonstracao: Basta usar o Teorema e o Teorema e o fato de o
traco ser igual ao nimero clique menos um. [

Figura 4.13: Grafo threshold GG
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Exemplo 4.7.10. G é um grafo threshold com 7 vértices. A maior clique de G
¢ formada pelos vértices {1,2,3,6,7}, portanto, w = 5. O separador minimal de
vértices de G é dado pelo conjunto de vértices {6,7}, pois ao retirar do grafo tais
vértices temos que os vértices 1,2 e 3 estao em componentes conexas distintas dos
vértices 4 e 5. Entdo s = 1. Pelo Coroldrio[§.7.9, temos que mp(—1) =5—-1—1=
3. De fato, pois o D-espectro de G é, aprorimadamente, dado por Specp(G) =
(8.26352, —0.33002, —1°, —2, —2.9335).

Corolario 4.7.11. Seja G um grafo threshold com s separadores minimais de vérti-
ces. Entao o numero de D-autovalores distintos de G é no minimo 2s e no mdximo
2s + 2.

Demonstragao: Basta usar o Teorema [4.7.5| e o Corolério [4.1.6, considerando
bg =0e b2 =1. ]
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese apresentamos alguns resultados originais sobre o espectro da matriz
distancia para duas familias importantes de grafos: os grafos caterpillar e os grafos
threshold. Neste capitulo destacamos alguns dos principais resultados e expomos
possiveis trabalhos futuros.

No Capitulo 3, determinamos exatamente a multiplicidade de —2 como auto-
valor da matriz distancia de um grafo caterpillar. Estabelecer esse valor para a
multiplicidade de —2 foi importante pois auxiliou na determinag¢ao do niimero de
autovalores distintos da matriz distancia de um grafo caterpillar, respondendo, as-
sim, uma importante questao da Teoria Espectral de Grafos. Além disso, verificamos
que a familia de grafos Caterpillar é um exemplo de familia de grafos que alcanca a
cota minima para a multiplicidade de —2 estabelicida por MERRIS [7].

Ainda em relacao aos grafos caterpillar, foi possivel construir uma subfamilia
destes grafos com o mesmo niimero de vértices, mesmo diametro e o mesmo nimero
de autovalores distintos da matriz distancia. Para isso, bastou combinar a posicao
das folhas no grafo, sem que o diametro fosse alterado.

Na Secao 3.2, consideramos os grafos caterpillar com didmetro 3 e 4, localizamos
os autovalores da matriz distancia em intervalos menores do que os apresentados por
MERRIS em [7], pois os extremos dos intervalos sao autovalores da matriz distancia
de duplas vassouras equilibradas.

Aproveitamos o estudo das duplas vassouras para corrigir um equivoco come-
tido por COLLINS em [6] ao descrever o polindmio caracteristico para o caso das
equilibradas.

Em [§ foi apresentada uma conjectura, estabelecendo uma cota minima para o
numero de autovalores distintos da matriz distdncia de uma arvore, em funcao de
seu didmetro, questao estudada pela Teoria Espectral de Grafos. Neste trabalho
conseguimos descrever, exatamente, o nimero de autovalores distintos de um grafo
caterpillar. Uma proposta para trabalho futuro é determinar uma cota minima para
o nimero de autovalores distintos da matriz distancia de uma &arvore e verificar se
tal cota também depende de seu diametro.

No Capitulo 4, através de um novo pardmetro, a variacao binaria, conseguimos
descrever algumas propriedades espectrais de um grafo threshold, bem como algumas
propriedades estruturais.

Em [4] Jacobs et al provaram que se a« # —1 e —2 é um autovalor da matriz
distancia de um grafo threshold, entao o é simples. Neste Capitulo vimos que —1
ou —2 sempre sao autovalores da matriz distdncia de um grafo threshold. E mais,
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as multiplicidades de —1 e —2 dependem apenas da sequéncia binaria, ja que nela
obtemos informacoes sobre o niimero de vértices, trago, variagdo binaria e by, sem a
necessidade de conhecer mais sobre a estrutura do grafo. Para essa classe, também,
descrevemos o niimero de autovalores distintos da matriz distancia, pois esse depende
da variagdo binaria e de bs.

Nas segoes 4.2 e 4.3, caracterizamos os grafos threshold com variacdo binaria
maxima e minima. Na secdo 4.4, determinamos o indice de Wiener dos grafos des-
critos nas sec¢oes anteriores. Na segao 4.5, provamos que os grafos threshold com
exatamente quatro ou cinco autovalores distintos da matriz distancia sao unica-
mente determinados pelo seu espectro, problema importante discutido pela Teoria
Espectral de Grafos..

Constatamos, também, que a variacao binaria descreve aspectos estruturais do
grafo como o nimero de ab-separadores minimais de vértices do grafo. Isso nos
permite obter informacoes sobre o espectro diretamente da observagao do grafo.

Como trabalho futuro pretendemos relacionar os autovalores da matriz distancia
de um grafo threshold com os autovalores da matriz de adjacéncia. Como todo
grafo threshold tem didmetro igual a 2 podemos escrever D = 2J — 2] — A, onde A
e D sao as matrizes de adjacéncia e distancia do grafo, respectivamente. A partir
dessa igualdade queremos verificar se existe relacao entre a multiplicidade de —2
como D-autovalor e 0 como A-autovalor e entre a multiplicidade de —1 como A e
D-autovalor.
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