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O problema de coloragao de arestas é um dos mais estudados da teoria dos grafos. Ele
consiste em colorir as arestas de um grafo G com o menor nimero de cores possivel, tal que
arestas adjacentes nao recebam a mesma cor. Este niimero é chamado de indice cromatico e
é representado por x’'(G). A importancia desse problema também se deve a sua ampla gama
de aplicagoes.

O principal resultado da teoria de coloracao de arestas é o Teorema de Vizing, obtido
em 1964. Ele diz que o indice cromatico de qualquer grafo G vale A ou A + 1, onde A é
o grau maximo de GG. Assim, os grafos podem ser classificados em duas classes: um grafo
G ¢é classe um, se x'(G) = A, ou classe dois, se x'(G) = A + 1. Descobrir a qual classe
pertence determinado grafo é chamado de problema da classificagdo. Apesar de parecer
simples, este problema ¢ NP-completo, ou seja, nao é conhecido algoritmo polinomial que o
resolva. Desta forma, muitos trabalhos abordam o problema da classificacao de familias de
grafos com condigoes especificas.

Neste trabalho, fazemos um estudo sobre o Teorema de Vizing e suas consequéncias
para a teoria de coloracdo de arestas. Também vemos como este resultado contribui para
o estudo de grafos com condigoes especiais, que podem servir como forte ferramenta para o
avanco desta teoria, como é o caso dos grafos criticos, um tipo especial de grafo classe dois.
Diante disto, verificamos como estes resultados podem ajudar no problema da classificacao

de familias particulares de grafos e de um modo geral.
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The edge colouring problem is one of the most studied problems of graph theory. It
consists of colouring the edges of a graph G using the minimum number of colors, such
that adjacent edges do not receive the same color. This number is called chromatic index
and represented by x'(G). The importance of this issue is also due to its wide range of
applications.

The main result of the edge coloring is the Vizing’s Theorem, obtained in 1964. It says
that the chromatic index of any graph G is limited between A and A + 1, where A is the
maximum degree of G. Thus, any graph can be classified into two classes: a graph G is class
one, if X'(G) = A, or class two, if x'(G) = A + 1. Finding out in which class belongs a
particular graph is called Classification Problem. This problem seems to be simple, but it
is a NP-complete problem, so it is not known a polynomial algorithm that can solve it. So
that, many studies focus on the Classification Problem of graphs with specific conditions.

This work presents a study on the Vizing’s Theorem and its consequences for the edge
colouring theory. We also see how this result contributes to the study of graphs with special
conditions, which serves as a strong tool for this theory, as in the case of critical graphs,
a special type of graph class two. Moreover, we see how these results can help in the

Classification Problem of particular family of graphs and in general.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos grafos possui origem relativamente recente (século XVIII), tendo sido as-
sociada a problemas de variados campos. O primeiro registro conhecido de um problema
relacionado a teoria dos grafos ocorreu em 1736, por Euler, sobre a solucao da questao das
pontes de Konigsberg. Além deste, poucos trabalhos surgiram até meados do século XIX,
destacando-se o de Kirchhoff que, em 1847, utilizou modelos de grafos no estudo de circuitos
elétricos, e o de Cayley, que utilizou o conceito de grafo em quimica organica.

A partir de entao, diversas dreas e sub-areas da teoria dos grafos foram desenvolvidas.
Uma delas é a coloracgao de grafos, que surgiu com a Conjectura da Quatro Cores, formulada
por Francis Guthrie a Augustus De Morgan, em 1852, a qual questionava se qualquer mapa
poderia ter suas regides pintadas usando no maximo quatro cores, onde regioes vizinhas
tivessem cores distintas. Este problema foi resolvido apenas em 1976 pelos pesquisadores
K. Appel e W. Haken [2], chegando-se a conclusao de que é possivel colorir qualquer mapa
com quatro cores, de acordo com as restricoes mencionadas. A Conjectura das Quatro Cores
também deu origem, mais especificamente, ao estudo da coloragdo de arestas de grafos. O
primero artigo sobre este assunto foi produzido por Tait [28, 29], em 1880 e, a partir de
entdo, muitas pesquisas sobre ele foram desenvolvidas.

O problema de coloracao de arestas consiste em colorir as arestas de um grafo de tal
forma que arestas incidentes em um mesmo vértice tenham cores distintas. O objetivo
geral do problema de coloragao é obter uma atribuicao de cores que minimize o niimero de
cores utilizadas. Este ntimero é chamado de indice cromatico. Muitas situagoes podem ser
modeladas utilizando-se coloragao de arestas, como em alocacgao e escalonamento de tarefas,
desenho e instalacao de redes elétricas, dentre outros.

Em 1964, V. G. Vizing [31] demonstrou um dos mais importantes resultados em coloracao
de arestas, o Teorema de Vizing. Este resultado diz que, dado um grafo G, o numero minimo
de cores utilizadas para colorir suas arestas vale A, ou A + 1, onde A é o grau maximo de

G. Desta forma, é natural classificar os grafos em duas classes. Um grafo G ¢é classe um



se seu indice cromatico valer A, ou classe dois se seu indice cromatico valer A + 1. Decidir
a qual classe pertence determinado grafo é chamado problema da classificacdo. Determinar
a classe de um grafo parece simples, porém, em 1981, 1. Holyer [20] provou que este é um
problema NP-Completo, sendo, entao, incerto afirmar se existe algum algoritmo com tempo
polinomial que o computa. Ou seja, o tempo computacional utilizado para resolvé-lo de
forma exata é inviavel para instancias de grande porte. Sendo assim, este é um assunto que
vem sido amplamente explorado no intuito de obter resultados que auxiliem no problema da
classificagao.

Em algumass classes especificas de grafos o problema da coloracao é resolvido de forma
polinomial, como é o caso do grafo bipartido, provado por Takabatake [30]. Neste sentido,
diversas pesquisas foram desenvolvidos com o objetivo de obter informacoes sobre o indice
croméatico de casos mais particulares de grafos. Além disso, o estudo de classes especificas
de grafos pode servir como ferramenta para se chegar a importantes resultados do problema
da classificagao, como é o caso do grafo critico, uma familia de grafos classe dois.

Este trabalho objetiva o estudo dos principais resultados tedricos a respeito de coloracao
de arestas de grafos de um modo geral e de familias especificas, bem como, o entendimento
da demonstragao do Teorema de Vizing e sua importancia no problema da coloracao.

No capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos de teoria de grafos, a definicao de
coloracao e exemplos de sua aplicacao. No capitulo 3, estudamos o Teorema de Vizing para
grafos e multigrafos e abordamos o problema da classificagao. No capitulo 4, mostramos os
principais resultados sobre indices cromaticos de familias especificas de grafos. No capitulo 5,
fazemos um estudo das principais caracteristicas e resultados acerca de grafos criticos, além
de suas relagdes com o problema da classificagdo de um modo geral e, mais especificamente,

em relacao a grafos planares. Por fim, o capitulo 6 traz as conclusées do trabalho.



Capitulo 2
Coloracao de Arestas em Grafos

Neste capitulo, sera apresentado conceitos basicos da teoria de grafos, introducao a co-

loracao de arestas e suas aplicagoes.

2.1 Conceitos Basicos da Teoria de Grafos

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), onde V é um conjunto finito cujos elementos
sao denominados vértices e E' é um conjunto finito de pares nao-ordenados de elementos
pertencentes a V' chamados de arestas.

Cada aresta de G é denotada por e = {u,v} = wv sendo u,v € V. Dizemos que a
aresta e é incidente aos vértices u e v e que os vértices u e v sao as extremidades da
aresta e. Quando ha uma aresta incidindo em dois vértices, dizemos que estes sdo vértices
adjacentes ou vizinhos . Quando duas ou mais arestas incidem no mesmo vértice dizemos
que elas sao arestas adjacentes.

Diz-se que G = (V, E) é um grafo de ordem n, quando |V| = n e de tamanho m, se
|E| = m. Um grafo G ¢é trivial , quando |V| =1 e |E| = 0. Um multigrafo M = (V, E)
pode possuir até u arestas incidentes em cada par de vértices. O niimero de arestas incidentes
em dois vértices u e v é chamado de multiplicidade de uv e é representado por p(u,v). A
maior multiplicidade p de um multigrafo é chamada de multiplicidade maxima. O grafo,
ou grafo simples, ¢ um caso particular de multigrafo quando 4 = 1. Uma aresta com
vértices coincidentes é denominada lago. Um grafo ordenado é aquele em que o conjunto
de arestas F é formado por pares ordenados dos elementos de V. Assim, suas arestas passam
a ser orientadas, sendo chamadas de arcos e o grafo recebe o nome de digrafo ou grafo
orientado. No presente trabalho, caso nao haja afirmacao especifica, consideraremos grafos
sem lacos e nao-orientados.

A vizinhanga aberta de um vértice v € V é o conjunto N(v) ={u € V;uww € E}. A

vizinhanga fechada de um vértice v € V' é o conjunto N[v] = N(v) U{v}. O grau de um



vértice v € V é d(v) = |N(v)|. O grau minimo de um grafo G é §(G) = min,cy d(v) e o

grau maximo A(G) = max,ey d(v).

Exemplo 2.1. Na Figura[2.1|temos uma representacao do grafo G com conjunto de vértices
V ={a,b,c,d,e, f} e o conjunto de arestas E = {e1, es, €3, €4, €5, €6, €7, €5}. A aresta e; = ab
indica que os vértices a e b sao adjacentes. Temos que d(a) = 2, d(f) = 3, §(G) = 2 e

A(G) = 3.

Figura 2.1: Representacao de um grafo

Uma cadeia de v; a vy é uma sequéncia [vy, v, ..., v] de vértices de um grafo tal que
{vi,vi11} € E (v; e v;41 sdo adjacentes) para 1 < ¢ <k —1. O comprimento de uma cadeia
¢ o numero de arestas que ela contém. Um caminho é uma cadeia de vértices distintos.
Cadeias onde o primeiro e o ultimo vértices sdo iguais sao denominadas cadeias fechadas .
Um ciclo é um caso especial de cadeia fechada, ja que o primeiro e tltimo vértice sao iguais,

porém os vértices restantes sao distintos entre si.

Cs

Figura 2.2: O caminho P e o ciclo Cy

O grafo caminho P, é o grafo com n vértices {vy,...,v,}, n — 1 arestas e tal que cada
vértice final de uma aresta ¢é o inicial da aresta subsequente exceto o primeiro v; e o tltimo
v,. O grafo ciclo C, é o grafo obtido de P, pela inclusao da aresta {vy,v,}.

Um grafo completo é aquele em que todos os seus vértices sao adjacentes entre si. Esse
grafo é ususalmente denotado por K,, onde n é o nimero de vértices. Um grafo regular de

grau k ou k- regular ¢é aquele em que todos os seus vértices possuem o mesmo grau igual



n.k
2
vértice é extremidade de k arestas e cada aresta incide em dois vértices. Os grafos K, sao

n(n—1)
2

a k. Grafos regulares com n vértices possuem um total de m = arestas, ja que de cada

(n — 1)-regulares e possuem m = arestas.

Figura 2.3: Grafo completo K5 que é 4-regular

Um grafo G é dito t-partido se pudermos expressar o conjunto de vértices V' como
unido disjunta de ¢ conjuntos V = V; U Vs... UV}, tais que ndo hajam vértices adjacentes
em cada conjunto V;. Quando t = 2, dizemos que o grafo é bipartido. O grafo bipartido
completo, indicado por K, ,,, possui n; vértices no conjunto V; e ny vértices no conjunto
V5 e cada vértice de um conjunto é adjacente a todos os vértices do outro conjunto. De
maneira andloga, o grafo t-partido completo, indicado por K, possui r vétices em cada
um dos t conjuntos V; e cada vértice de um conjunto ¢ adjacente a todos os vértices dos

outros conjuntos.

Figura 2.4: Grafo bipartido completo Kj 3

Um grafo G' = (V', E') é subgrafo de G = (V, E) quando V' C V e E' C E. Dado
um subconjunto de vértices S C V., G[S] = (S,{zy € E;2 € S ey € S}) é o subgrafo de
G induzido por S, isto é, G [S] é o subgrafo de G que tem S como conjunto de vértices
e possui todas as arestas de E cujas extremidades pertencam a S. Dizemos que S é uma
clique quando G [S] for um grafo completo. Uma k-clique, k > 1, é uma clique em que seu
conjunto de vértices tem cardinalidade k.

Seja um grafo G, v € V(G) e e € E(G). O grafo G — v é o grafo obtido pela remocao
do vértice v e das arestas incidentes em v. O grafo G — e é o grafo obtido pela remocao da

aresta e de G.



Um grafo GG é conexo quando para qualquer par de vértices existe um caminho que os

ligue. Caso exista, pelo menos, um par de vértices nao ligados por um caminho, entao G é

desconexo.
G H
Figura 2.5: O grafo conexo G e o grafo desconexo H
Em um grafo desconexo G = (V, E), temos que G' = (V', E’) é uma componente

conexa de G se (¢ for subgrafo maximal de G, isto é, se G’ for conexo e nao existir
nenhum grafo conexo G' = (V”,E”) tal que V' ¢ V' C Ve E' c E' C E. Observemos
que na Figura o grafo H possui duas componentes conexas. Um grafo G é totalmente
desconexo, se |V| =n, n > 2 e |E| =0. Um ponto de articulagdo é um vértice de G
cuja remocao aumenta o nimero de suas componentes conexas. De maneira andloga, temos
que uma ponte é uma aresta de G cuja remogao aumenta o nimero de suas componentes
conexas.

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos. Uma arvore com n vértices é denotada por

T, e seus vértices de grau um sao chamados de folhas.

T3
T,
Figura 2.6: Arvores T3, T, e Tk

Um grafo planar é um grafo que admite, pelo menos, uma representacao grafica no plano
tal que suas arestas apenas se encontrem nos vértices aos quais sao incidentes. Esse tipo

de representacao se chama forma topoldégica, ou grafo plano e nao é, necessariamente,



unica. Portanto, um grafo nao é planar quando nao admite representagdo como um grafo
plano, como é o caso do K5. Além disso, alguns grafos planares também podem possuir

representagao grafica em que suas arestas se cruzem, como ¢é o caso do Ky (Figura [2.7)).

(a) (b) (c)

Figura 2.7: Representacoes do K,

Pela Figura verificamos que o Ky é um grafo planar, tendo (b) e (¢) como suas
formas topolégicas. Observamos também, que ele admite uma representagao que nao é um
grafo plano, como vemos em (a), j4 que suas arestas se cruzam sem ser pelos vértices. A
representacao grafica de um grafo que contenha pelo menos um ciclo separa o grafo em
regides. Entao, definimos que uma face de um grafo planar é uma porcao do plano limitada
por um ciclo do grafo, tal que nao contenha arestas em seu interior. A definicdo de face
se aplica igualmente ao exterior do grafo, ou seja, a porcao do plano que o circunda, sendo
chamada face ilimitada. Na Figura [2.7] observamos que o Kj possui um total de 4 faces.
Reparemos que as arvores, que nao possuem ciclos, possuem apenas uma unica face, a face
ilimitada. O nimero total de faces é representado por f.

O grafo complementar de um grafo G = (V, E) é o grafo G = (V, E) onde um par de
vértices é adjacente em G se e somente se niao for em G, ou seja, uv € F se e somente se
uv € E. Se tomarmos o complementar do grafo complementar, teremos o grafo inicial. Além
disso, se sobrepusermos as representacoes de um grafo G e seu complementar G, obtemos

um grafo completo.

G G*
Figura 2.8: Grafo G e seu complementar G*

O grafo linha ou grafo adjunto L(G) de um grafo G é aquele cujos vértices estao em

7



correspondéncia, um a um, com as arestas de G, tal que dois vértices sdo adjacentes em

L(G) se, e somente se, as arestas correspondentes sao adjacentes em G.

G L(G)

Figura 2.9: Grafo G e seu grafo adjunto L(G)

Um subconjunto N C V de um grafo G = (V, E) é dito independente ou estavel,
se para todo par {u,v} C N se tem uv ¢ E, ou seja, se todo par de vértices de N forem
nao adjacentes. O ntimero de independéncia «(G) é a maior cardinalidade possivel de
um conjunto independente do grafo G. Quando um subconjunto independente N possuir

|IN| = a(G), entdo dizemos que ele é independente méximo.

Exemplo 2.2. Na Figura [2.10] o conjunto de vértices {a,d} é independente maximo, com
04(05) = 2.

Figura 2.10: Ciclo C5

De maneira anéloga, podemos considerar um subconjunto independente de arestas , ou
seja, um subconjunto M C E de G = (V, E), tal que todo par de arestas de M sao nao-
adjacentes, ou seja, nao incidem no mesmo vértice. Chamamos esse subconjunto de aco-
plamento. O nimero de acoplamento o/(G) é a maior cardinalidade possivel de um
acoplamento do grafo G. Quando um acoplamento M possuir |[M| = o/(G), entao dizemos

que ele é um acoplamento maximo.

Exemplo 2.3. Na Figura [2.11] o conjunto de arestas {e1, €4, €5} formam um acoplamento

méximo, com o'(G) = 3.

Nem sempre ¢é simples achar o nimero de independéncia ou de acoplamento de um grafo,

nao havendo, ainda, método eficiente para determina-los.

8



Figura 2.11: Exemplo de acoplamento

2.2 Coloracao de Arestas

Consideremos S(G) = V(G) U E(G). Uma coloragao de um grafo G = (V, E) é uma
funcao m : 8" — C que associa cores de C' a um conjunto de elementos 5" C S(G) de G, tal
que elementos adjacentes nao recebam a mesma cor. Uma coloragao em que sao utilizadas
k cores é chamada de k-coloracao.

Quando S" = V(@) dizemos que 7 ¢ uma coloragao de vértices de G. O menor inteiro k
possivel para se obter uma k-coloracao dos vértices de G é denominado niimero cromatico

e denotado por x(G).

Exemplo 2.4. Na Figura [2.12] temos uma 3-coloragao de vértices do grafo G que possui

niumero cromatico x(G) =3

Figura 2.12: Coloragao de vértices do grafo G

Analogamente, quando S’ = F(G) dizemos que m é uma coloragdo de arestas de G.
O menor inteiro k possivel para se obter uma k-coloragao das arestas de G é denominado
indice cromético e denotado por x'(G).

Uma conclusao imediata é:

onde L(G) é o grafo adjunto de G.
Dada uma 7w-coloragao das arestas de GG, temos que uma classe de cor FE; é o conjunto
total de arestas de GG coloridas com a cor ¢ € C. Desta forma, o conjunto de arestas de GG

pode ser decomposto pelas classe de cores F, ..., E}.



Exemplo 2.5. Na Figura [2.13] temos uma 4-coloracao de arestas do grafo G que possui

indice cromatico x'(G) = 4.

Figura 2.13: Coloracao de arestas do grafo G

No Exemplo , podemos observar que y'(G) nao poderia ser menor que 4, ji que esse
é o valor maximo de arestas que incidem em um vértice de GG, ou seja, necessitariamos de,
pelo menos, 4 cores para colorir as arestas incidentes no vértice de grau méaximo. Notemos,
entdo, que para todo grafo G, temos A(G) < x'(G), ou seja, o grau maximo de um grafo é
um limite inferior para seu indice cromaético.

Achar o indice cromatico de um grafo é comprovadamente um problema NP-completo
[20], sendo, entdo, incerto afirmar se existe algum algoritmo com tempo polinomial que o
computa. Ou seja, ndo existe maneira eficaz de determinar o indice cromatico de um grafo,
de forma geral. Sendo assim, este é um tema que vem sido amplamente estudado, pricipal-
mente devido as suas aplicagoes. Os primeiros trabalhos envolvendo coloracao de arestas
surgiram em 1880 (]28], [29], por exemplo), que resultaram na descoberta do indice cromatico
de familias especificas de grafos e também na determinacao de limites superiores ao indice
cromatico, cujo principal resultado se deve a Vizing [31] e que serd tratado posteriormente

neste trabalho.

2.3 Aplicacoes

Muitos problemas podem ser modelados utilizando-se coloracao de arestas (alguns exem-
plos podem ser encontrados em [0, 14]). Uma de suas principais aplicagdes é em problemas
de alocagao, como o Problema de Programagao de Horérios (Timetabling Problem). De
acordo com Wren [34], “timetabling é a alocagao de objetos, sujeita a restrigdes de determi-
nados recursos, em um espaco de tempo dado, de modo que sejam satisfeitos, tanto quanto
possivel, os objetivos desejaveis”.

Por exemplo, em um trabalho realizado pela COPPE/UFRJ [27] é apresentado um pro-
blema de timetabling que busca a elaboracao de um horario de aulas alternativo ao utilizado

por uma universidade em determinado semestre. Este horario deve obedecer a algumas
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condi¢oes, como a carga horaria de aula de cada professor para cada turma. No modelo
proposto, considera-se r professores p;, com ¢ = 1,...,7 e s turmas ¢;, com j = 1,...,5. Um
professor pode lecionar somente para uma turma em cada horario e, durante um horario,
uma turma pode ter aula de somente um professor. Considera-se um multigrafo bipartido,
onde um conjunto independente de vértices é associado aos professores e o outro conjunto
independente é associado as turmas. Além disso, existem a; ; arestas entre os vértices p; e
tj, se, e somente se, o professor p; tem que dar a;; tempos de aula para a turma t;. Por
exemplo, consideremos os professores p; e p, e as turmas ¢, e t, e obedecendo as quantidades

de tempos mostradas na Tabela abaixo:

Tabela 2.1: Tabela de tempos

’ Professor H N° de tempos \ Turma \ N° de tempos | Turma
D1 1 ta 2 tb
D2 2 la 1 143

Na Figura [2.14] temos o grafo resultante:

Figura 2.14: Grafo resultante

Entao, colorimos as arestas do grafo resultante, cada cor representando um horéario,
tentando obter o menor nimero de cores possivel. Como arestas incidentes nos mesmos
vétices nao podem ser pintadas com a mesma cor, entao a coloracao resultante atende as
condigoes de unicidade entre professor e turma durante cada tempo. Utilizando as cores 1,
2 e 3, é possivel obter a seguinte coloracao da Figura [2.15}
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Figura 2.15: Coloragao obtida

Obtemos, assim, o seguinte o horario:

Tabela 2.2: Horario obtido

] Horario H t, \ ty ‘

1° P1 | P2
2° P2 | P1
3° P2 | D1

Ao obtermos a coloracdo minima do grafo resultante, conseguimos minimizar a quanti-
dade de tempos necessaria para montar a grade horaria das duas turmas. Como mencionado,
determinar o indice cromatico de um grafo é comprovadamente um problema NP-completo

[20]. Porém, em algumas familias de grafos o problema de coloracao de arestas é polinomial,

como o caso do grafo bipartido[30].
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Capitulo 3
Teorema de Vizing

Muitos trabalhos forneceram importantes resultados na determinacao de limites supe-
riores para o indice cromdatico. O principal deles foi obtido por Vizing em 1964 [31], que
demonstrou que o indice cromatico de um grafo s6 pode valer A ou A + 1, sendo A seu
grau maximo. O Teorema de Vizing é considerado o resultado mais importante do estudo
de coloracao de arestas. A partir de entao, diversas demonstragoes do teorema de Vizing
foram desenvolvidas (alguns exemplos na literatura em [4, [8, [16, 23]). Neste capitulo é
feita a demonstracao deste teorema, bem como sua versao para multigrafos e resultados

relacionados.

3.1 O Teorema de Vizing

Consideremos algumas definigoes. Seja G um grafo, v € V(G), m uma coloragao de G e C
o conjunto de cores utilizado na colora¢ao de G. Denotamos por C(v), ou C(v), o conjunto
de cores utilizadas para colorir as arestas incidentes em v e por C7(v), ou C'(v), o conjunto
C' — C(v), ou seja, o conjunto de cores de C' que estdo ausentes na coloragao das arestas
incidentes em v. Um leque é uma sequéncia F' = [vy, vy, ..., vy,| de arestas distintas, tal
que, para 1 < i < n, a aresta vy; estd colorida com uma cor que pertenca a C’'(y;—1). O
vértice v é considerado o centro do leque. O processo de atribuir a cor 7(vy;) & aresta
vy;_1, para 1 <1 < n, é chamado de recoloracao do leque F.

O resultado de Vizing é corolario do préximo teorema cuja demonstragao foi obtida por
Berge e Fournier [7]. A prova utilizada neste trabalho baseia-se na de Chartrand e Lesniak
em [9].

Teorema 3.1. Seja um grafo G e um inteiro positivo d, tal que d > A(G). Se o conjunto

de vértices de G com grau d for vazio ou independente, entao x'(G) < d.

Demonstragdo. Provemos por indugao em relagdo ao nimero de arestas m de G. E facil ob-
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servar que o teorema ¢é verdadeiro para m = 1. Consideremos que o resultado seja verdadeiro
para grafos de tamanho m — 1, onde m > 2. Seja G um grafo de tamanho m e d um inteiro
positivo, com d > A(G) e tal que o conjunto de vértices de grau d é vazio ou independente.
Entao, mostremos que G pode ser colorido com d cores.

Seja v um vértice com grau d(v) = A(G) e yo um vértice adjacente a v com ey = vyp.
Temos que d > A(G) > A(G — ep). Além disso, como o conjunto de vértices de G — ¢ de
grau d é vazio ou independente, entao, pela hipétese de inducao, G — eq pode ser colorido
com d cores.

Consideremos uma d-coloragao de GG — ey, ou seja, todos as arestas de G exceto ey sao
coloridas utilizando-se d cores, sendo que duas arestas adjacentes nao podem ser coloridas
com a mesma cor. Para cada aresta vy de G incidente em v, nés escolhemos uma cor dual
como sendo uma dentre as d cores que pertenca a C’(y), ou seja, uma cor que nao seja
usada para colorir nenhuma aresta incidente em y. Como v possui grau maximo, entao se
d = A(G), qualquer vértice adjacente a v possuiria grau menor que v, ja que o conjunto de
vértices com grau d é independente. Caso d > A(G), entdo qualquer vértice de G possuiria
grau menor que d. Portanto, se um vértice y for adjacente a v, entdo d(y) < d, existindo
dentre as d cores, pelo menos, uma cor dual referente a aresta vy. Consideremos que eg
possua cor dual ay, ou seja, nenhuma aresta incidente em yg ¢ colorida com a cor a;. Caso
nao exista nenhuma aresta incidente em v com a cor a4, colorimos a aresta e; com a cor oy,
obtendo, assim, uma d-coloracdo de GG, concluindo a demonstragdo. Consideremos, entao,
que exista uma aresta e; = vy; que esteja colorida com a cor ay.

Seja as a cor dual de e;. Se ay # aq, e se existe uma aresta es = vy, incidente em v assi-
nalada com a cor ay (caso contrario, o teorema jé estaria demonstrado), entao consideremos
a cor dual ag de es. Se a3 # aq, s, € se existe uma aresta e3 = vys incidente em v assina-
lada com a cor as, entao consideremos a cor dual ay de e3. Continuamos este raciocinio até
chegarmos na sequéncia ey = vyg, €1 = VY1, €2 = VY, ..., €x_1 = VYi_1 de arestas distintas
com respectivas cores duais oy, as, as, ..., oy, tais que a; # o para ¢ < j < k. Observemos
que essa sequéncia forma um leque com centro v.

Este processo ¢ feito até chegarmos na tultima aresta e;_1, onde pode ocorrer duas pos-

sibilidades em relacao a sua cor dual ay:
(i) ou o = «j para algum j < k;
(ii) ou nao existe nenhuma aresta incidente em v colorida com ay.

Se (ii) ocorrer, entdo podemos recolorir o leque assinalando as arestas com suas respectivas
cores duais, obtendo uma d-coloracao de G e, assim, concluindo a demonstracao. Entao,

consideremos a hipétese (i) de que o = «; para algum j < k.
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Figura 3.1: Leque com centro v

Como dg_.,(v) < A(G) < d, entdo existe, pelo menos, uma cor « que nao foi utilizada
para colorir nenhuma aresta incidente em v. Caso nenhuma aresta incidente em y;_; tenha
sido colorida com a cor «, podemos redefinir & como sendo a cor dual de e,_; e, assim,
podemos recolorir o leque assinalando as arestas com suas respectivas cores duais, obtendo
uma d-coloracao de GG. Entao, consideremos que exista uma aresta incidente em y;_1 colorida
com a cor a.

Como yj_1 possui uma aresta incidente com a cor a e nenhuma aresta incidente com a
cor ay, podemos considerar a cadeia H(«a, ) comecando em y;_; e terminando no vértice
z, composta apenas por arestas coloridas com as cores « e akﬂ. Caso v pertenca a H(«, ag),
entao v = z, j& que nenhuma aresta incidente em v possui a cor a. Como oy = «;, entao
para que v pertenca a H(a, ay), é necessario que a ultima aresta da cadeia seja e; = vy;.
Por outro lado, se o vértice y;_; pertencer a H(a, o), entdo y;_1 = 2, pois nenhuma aresta
incidente em v possui a cor a;. Ou seja, nao é posivel que os vértices v e y;_; pertencam

simultaneamente & cadeia H («, ay).

Figura 3.2: Leque com centro v onde «a; = oy,

Agora, recolorimos H («, cy;) intercambiando as cores « e ay, sem prejudicar as proprie-

'Esta técnica de formagdo de cadeias alternadas é bastante utilizada em problemas de coloracio (como
na demonstracdo do caso de grafos bipartidos mais adiante), sendo conhecida como cadeia de Kempe.
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dades de coloragao e obtendo uma nova d-coloragao de G — eg. Desta forma, podem ocorrer

os seguintes casos:

Caso 1. Supomos que z = v. Com isso, y;_; nao pertence a cadeia e, entao, nenhuma aresta
incidente em v ou em y;_; esta colorida com a cor o = ;. Assim, podemos recolorir

as arestas eg, €1, ..., €1 com suas respectivas cores duais, obtendo uma d-coloragao de

G.

Caso 2. Supomos que z = y;_;. Com isso, v nao pertence a cadeia e, entao, nenhuma
aresta incidente em v ou em y;_; estd colorida com a cor a. Assim, podemos recolorir
a aresta e;_; com a cor « e as arestas e, ey, ..., €j_o com suas respectivas cores duais,

obtendo uma d-coloragao de G.

Caso 3. Supomos que z # v e z # y;—1. Com isso, nem v e nem y;_; pertencem a cadeia.
Além disso, nenhuma aresta incidente em v ou em y,_; estd colorida com a cor a.
Assim, podemos recolorir a aresta e,_; com a cor « e as arestas eg, €y, ..., €,_s COM

suas respectivas cores duais, obtendo uma d-coloracao de G.

Provamos, entao, que é possivel colorir o grafo G utilizando as d cores.
]

Considerando o teorema [3.1], ao fazermos d = A + 1 obtemos o resultado de Vizing [31] .
Corolario 3.2. (Vizing, 1964) Para qualquer grafo G, A < X'(G) < A+ 1.
Quando d = A(G), obtemos o resultado de Fournier [15].

Corolario 3.3. (Fournier, 1977) Se G é um grafo cujo conjunto de todos os vértices com

grau mdazimo A(G) é independente, entao x'(G) = A(G).

Vizing também obteve um limite superior para o indice cromatico de multigrafos, afir-
mando que, dado um multigrafo M, seu grau maximo A e sua multiplicidade maxima g,
entdo X (M) < A + p. Podemos observar que o limite obtido para grafos simples é um
caso particular deste. Antes de provarmos este resultado, introduziremos alguns conceitos e
resultados importantes.

Seja M um multigrafo. Uma aresta e de M é critica se x'(M —e) < x'(M). Seja e = vy
uma aresta critica de M, x'(M) = ¢ e 7 uma (¢ — 1)-coloragdo de M — e. O conjunto de
todos os vértices diferentes de v que possuam alguma aresta incidente que esteja em, pelo
menos, um leque (a definigdo de leque é feita de forma andloga para multigrafos) com centro
v e cuja primeira aresta seja e, é denotado por A,. Definimos, também, B, = N(v) — A,.
Para quaisquer dois vértices u, w em M, denotamos por E(u,w) o conjunto de arestas que
incidem simultaneamente em v e em w e C(E(u,w)) o cojunto de cores que colorem as

arestas de E(u,w).
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Lema 3.4. Seja M um multigrafo com aresta critica e = vy, X' (M) =¢q, dlv) <qg—1, en

uma (q — 1)-coloragao de M — e. Entao:
(i) C'(z2) N C"(v) =0 para todo z € A,;

(ii) Sendo j € C'(v) ei € C'(2), com z € A,, entdo a cadeia H(j,i) com origem em z,

formada apenas por arestas coloridas com a cores i e j, termina em v;
(iii) Dados z,w € A, distintos, entio C'(z) N C'(w) = 0.

Demonstra¢io. Supomos que (i) seja falso. Consideremos, sem perda de generalidade, o
leque F' = [vy, vy, ..., vy,] de centro v, com z =y, e seja i € C'(2)NC'(v). Entao, é possivel
obter uma (¢ — 1)-coloracao de M recolorindo o leque F' e atribuindo a cor i & aresta vz.
Porém, isso contradiz a hip6tese de que x'(M) = ¢, logo C'(z) N C'(v) = 0.

Supomos que (ii) seja falso. Sendo z € A,, consideremos, sem perda de generalidade, o
leque F' = [vy, vyy, ..., vy, com z = y,, o leque que possui o menor nimero de arestas dentre
os leques onde (ii) falha. A cadeia H(j,i) com origem em z, formada apenas por arestas
coloridas com a cores i e 7, nao pode terminar em y;, k < n, pois desse modo seria possivel
obter um leque com tltima aresta em vy, onde (ii) falha, contradizendo a hipdtese de que
n deve ser minimo. Assim, podemos recolorir H(j,) intercambiando as cores j e i, sem
afetar as propriedades de coloragdo. Com isso, j € C’(z) N C’(v) na nova (¢ — 1)-coloracao
de M — e, contradizendo (i). Logo, H(j,7) termina em wv.

Supomos que (iii) seja falso. Entdo consideremos i € C'(z) N C'(w), com z,w € A, e
j € C'(v). De acordo com (ii), as cadeias com origem em v e w, formadas apenas por arestas

coloridas com a cores i e j devem terminar em v, o que é impossivel. Logo C’(z)NC"(w) = 0.
]

O resultado de Vizing para multigrafos é corolario do préximo teorema, cuja demonstra-
¢ao foi obtida por Andersen [I], em 1977 e Goldberg [19], em 1984. A demonstracao utilizada

neste trabalho baseia-se na utilizada no trabalho de Yap em [37].

Teorema 3.5. Seja um multigrafo M = (V| E), com grau mdzimo A. Entdo:

V(M) < max{A,sup sup [+ 3 d(w) + (e, )]}

veV v

€ “l‘if\f:(; zEA
Demonstragcao. Supomos, por absurdo, que exista um multigrafo M que contradiga o teo-
rema. Deletando algumas arestas de M, podemos obter um multigrafo M’ que possua uma
aresta critica e = vy e tal que, por suposicao, ¢ = x'(M') = X'(M) > A(M) > A(M').
Assim, denotando d(v) = dy(v), temos que d(v) < g — 1. Sendo 7 uma (g — 1)-coloragao

de M’ — e, obtemos as mesmas condi¢oes do Lema |3.4]
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Dadas as defini¢oes de A, e B, e o Lema temos que, para todo vértice z € A, e
w € B, entao C'(2) N C(E(w,v)) = (). Isso é verdade, pois, supomos que exista uma cor
i€ C'(2)NC(E(w,v)). Entao, a aresta wv colorida com a cor ¢ poderia participar do leque
F = [vyo = vy, VY1, .o, VYn_1 = VZ,0Y, = vw], j4 que a cor i é ausente em z, contradizendo
o fato de w € B,. Logo, C'(z) N C(E(w,v)) = 0.

Considerando A, = {y,y1,...yn}, By = {21,...,2m} e 0 Lema [3.4] entdo os conjuntos
C'(v),C"(y),C" (1), ..., C(E(z1,0), ..., C(E(2m, v)) sdo mutuamente disjuntos. Como y'(M’—

e) =q— 1, temos:

m

-1 > rc’<v>r+rc%y)\+§|0’<ym+;\c<E<z@v>>r

= (¢—1—(d(v) = 1)+ (¢—1—(dly) = 1))+ > (¢ — 1 —dy)) +dv) — > uz,v)

i=1 €A,

= 2¢+ng—n— Y (d(@)+ p(z,v))

T€A,

Com isso, (n+ 1)qg < Y ,ca, (d(z) + p(z,v)) +n — 1 e, entdo:

e, (d(T) + p(z,0)) Ln-l

qg <
n—+1 n—+1

Como ¢ ¢ inteiro positivo, entao temos:

Porém isso é um absurdo, pois contradiz a hipdtese de que o teorema é falso.
]

A partir do Teorema obtemos o resultado de Vizing [31] para multigrafos enunciado
no Corolario 3.6

Corolario 3.6. (Vizing, 1964) Seja M um multigrafo, com grau mdzximo A e multiplicidade
mdzima p, entao A < x' (M) < A+ p.

Também obtemos os limites superiores encontrados por Ore [23] e Shannon [26], enunci-

ados nos proximos Corolarios.

Corolario 3.7. (Ore, 1967) Seja M um multigrafo, com grau mdzimo A, entao:
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1
X'(M) < {max{A, sup[g (d(z) + d(y) +d(2))]}
onde x, y e z formam um caminho em M.
Corolario 3.8. (Shannon, 1949) Seja M um multigrafo, com grau mdzimo A, entdo:

X' (M) <A

DN W

O resultado de Shannon foi obtido antes que o de Vizing, fornecendo um limite superior

que depende apenas de A e de melhor qualidade quando u > %A.

3.2 O Problema da Classificacao

De acordo com o resultado de Vizing (Corolério , o indice cromético de qualquer grafo
com grau maximo A pode valer A ou A + 1 e, com isso, é natural divirmos o conjunto de
grafos em duas classes. Dado um grafo G, com indice cromético x'(G), entao se '(G) = A
dizemos que ele é classe um, e se x'(G) = A+1 dizemos que ele é classe dois. O problema
da classificacao é aquele que visa descobrir quais grafos sdo classe um e quais sao classe
dois.

Da mesma forma, existe um problema analogo para multigrafos. De acordo com o resul-
tado de Vizing , o indice croméatico de um multigrafo com grau maximo A e multipli-
cidade maxima p pode valer A, A + 1, ... ou A + p. Assim, também é natural dividirmos o
conjunto de multigrafos em p + 1 classes, de acordo com seu indice cromético e chegarmos
ao problema da classificacao para multigrafos.

Nao existe uma maneira eficaz de descobrir a classe de um grafo, pois determina-la é
comprovadamente um problema NP-completo [20]. Porém muitos trabalhos tém sido feitos
no intuito de descobrir a classe de determinadas familias de grafos de acordo com suas
particularidades.

Erdos e Wilson [I1] provaram que a probabilidade de um grafo de ordem n pertencer
a classe um tende a 1 quando n tende ao infinito. Isso nos leva a ideia de que o niimero
de grafos classe um ¢é maior do que o nimero de grafos classe dois, apesar de nao parecer
intuitiva. O problema da classificagao ainda continua sem solu¢ao, porém, como mencionado,

certas condi¢oes podem ajudar na determinacao da classe de um grafo.

Teorema 3.9. Seja G um grafo de tamanho m, grau mazimo A(G) e nimero de acoplamento
igual a o'(G). Se

19



m > A(GQ)./(G)
entao G € classe dois.

Demonstragio. Supomos que G seja classe um, ou seja, x'(G) = A(G). Considerando uma
A-coloracao de G, temos que cada subconjunto de arestas coloridas com a mesma cor pode
ter no maximo o' (@) arestas. Entdo, m < A(G).d/(G), j& que o nimero de subconjuntos de
arestas coloridas com a mesma cor vale A(G). Porém isso contradiz a hipétese e, logo, G

deve ser classe dois. O

Considerando um grafo G de ordem n, entdo o/(G) < L%nJ, pois, caso contrario, pelo

menos duas arestas seriam adjacentes. Com isso, obtemos o préoximo Corolario [3.10
Corolario 3.10. Seja G um grafo de tamanho m, ordem n e grau mdzximo A(G). Se

m > A(G).L;nj

entao G € classe dois.

A deficiéncia total de um grafo G(V, E) é dada por ¢y (A(G) —d(v)). Considerando
que um grafo tenha n vétices e m arestas, entao a sua deficiéncia total vale nA(G) — 2m, ja

que a soma dos graus de todos os vértices vale 2m. Caso nA(G) —2m < A(G) e G tenha
ordem fmpar, entdo m > A(G)(n — 1)3 = A(G).|3n]). Obtemos, entdo o Coroldrio 3.11]

Corolario 3.11. Seja G um grafo de ordem impar e A(G) seu grau mdzimo. Se sua defi-

ciéncia total for menor que A(G), entdo G € classe dois.

Exemplo 3.12. Na Figura 0s grafos G e H sao classe dois, jd que possuem ordem

impar e deficiéncia total menor que seu grau mdximo.

G H

Figura 3.3: Coloracao das arestas dos grafos G e H

No préximo capitulo, estudaremos a classificacdo de algumas familias especificas de gra-

fos.
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Capitulo 4

Coloracao de Arestas de Grafos

Especiais

Como visto, existe grande importancia na determinacao do indice cromatico de grafos,
nao existindo método eficiente para encontra-lo. Porém, diversos estudos resultaram na
determinacao do indice cromatico de certas familias de grafos, colaborando nas aplicagoes
e problemas relacionados. Neste capitulo, apresentamos alguns destes resultados, sendo
interessante observar os casos que necessitaram da utilizagdo do Teorema de Vizing e suas

consequéncias, como os grafos regulares e t-partidos completos.

4.1 Grafos Bipartidos

O Teorema ¢ um dos principais resultados referente a coloracao de arestas de grafos
e multigrafos bipartidos, provado por Dénes Konig [22] em 1916, tornando conhecido seu

indice cromatico.

Teorema 4.1. (Konig, 1916) Se G é um grafo ou multigrafo bipartido com grau mdzimo A,
entio X'(G) = A.

Demonstracdo. Suponhamos que estamos colorindo as arestas, uma por uma, e dispomos de
A cores. Ao colorirmos a aresta vw, devemos escolher uma cor que nao esteja presente em
nenhuma das arestas incidentes nem em v e nem em w. Se isso for possivel, prosseguimos
desta forma.

Caso nao seja possivel, observemos que as arestas incidentes em v utilizam, no méaximo,
A — 1 cores, acontecendo o mesmo com o vértice w (ja que a aresta vw nao esta colorida).
Portanto, deve existir, pelo menos, uma aresta incidente em v com uma cor « ausente nas
arestas incidentes em w e deve existir, pelo menos, uma aresta incidente em w com uma

cor  ausente nas arestas incidentes em v. Formemos uma cadeia H(«, ) comegando em v
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alternando arestas coloridas com as cores o e 3. Como G é bipartido, as arestas a saem de
um conjunto independente para o outro e as arestas [ retornam ao primeiro. Como « esta
ausente em w, entao w nao pode fazer parte da cadeia H(«, 3). Com isso, podemos recolorir
H(a, ) intercambiando as cores « e 3, sem prejudicar as propriedades de coloragao. Depois
disso, a cor « estard ausente nas arestas incidentes em v e em w e poderemos colorir a aresta

vw usando a cor a.

]

Corolario 4.2. O indice cromdtico de K, s é dado por x'(K,s) = max{r,s}.

4.2 Grafos Completos

O indice cromatico de K, é conhecido, tendo sido determinado por muitos autores que
utilizaram variados métodos, (como em [3, 32]). A demonstracdo aqui apresentada é feita

de maneira construtiva e pode ser encontrada em [14].

Teorema 4.3. O indice cromdtico de K,, (n > 2), com grau mdzimo A, € dado por x'(K,,) =

A+ 1, sen for impar, e X'(K,) = A, sen for par.

Demonstra¢io. Primeiramente, temos que x'(K,) > A.

Supomos que n seja impar. O maior niimero possivel de arestas que podem ser coloridas
com a mesma cor vale %(n — 1), pois, caso contrario, pelo menos duas arestas incidiriam no
mesmo vértice. Com isso, |E(K,)| < 5(n —1)x/'(K,) e, como |E(K,)| = 3(n — 1)n, entdo
X' (K,) > n. Como n=A +1, temos que \'(K,) > A+ 1. Para provar a igualdade, vamos
construir uma n-coloragao de K,,. Dado V(K,,) = {vy, v, ..., v, } e considerando a representa-
¢ao de K, como um poligono regular de n lados, temos que as arestas vivy,, VoU,_1, V3Up_2, ...
sao paralelas. Da mesma forma, as arestas vovy, V30, V4U,_1, ... S0 paralelas, assim como
as arestas vsvg, V4V, UsUy, ... € assim por diante. Com isso, colorimos o primeiro conjunto de
:(n—1) arestas paralelas com a cor 1, o segundo conjunto de 3(n — 1) arestas paralelas com
a cor 2, o terceiro conjunto de %(n — 1) arestas paralelas com a cor 3 e assim por diante, até
0 n-ésimo conjunto de %(n — 1) arestas paralelas com a cor n. Esse processo resulta em uma
n-coloracao de K,, e como x'(K,) > n, seu indice cromético vale n = A + 1.

Agora, supomos que n seja par. E fcil ver que y/ (K3) = 1. Entao, provemos que
X' (K,) = A, de maneira construtiva, para n > 4. Primeiramente, escolhemos um vértice v
qualquer de K, e, entdo colorimos K,, — v (um grafo completo de ordem impar) da mesma
maneira que o processo anterior. Podemos observar, que em cada vértice de K, — v existe
exatamente uma cor ausente dentre as n — 1 cores utilizadas na coloragao de suas arestas
incidentes e, além disso, as cores ausentes sao distintas entre si. Com isso, se a cor j estiver

ausente nas arestas incidentes do vértice w, entao podemos colorir a aresta vw com a cor j.
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Repetindo esse processo para todos os vértices de K,, — v, obtemos uma n — 1 coloracao de
K,. Comon —1=A, entao \'(K,) = A.
m

Exemplo 4.4. Na figura[{.1], podemos observar o processo de colorag¢io das arestas paralelas
de K5.

Figura 4.1: Coloracao das arestas do Kj

Exemplo 4.5. Na figura[{.3, ilustramos o processo de coloragio do Kg.

Figura 4.2: Coloragao das arestas do Kj

4.3 Arvores

O indice cromético da arvore é conhecido e determinado pelo corolario do préximo teo-

rema.
Teorema 4.6. Toda drvore é um grafo bipartido.

Demonstrag¢io. Consideremos uma arvore G(V, E), ou seja, um grafo conexo sem ciclos. Seja

v um vértice de G e definimos dois subconjuntos de vértices Vi e Vs, tais que v € V] e:

e w € V] se e, somente se, existe cadeia de tamanho par ligando v a w.
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e w € V5 se e, somente se, existe cadeia de tamanho impar ligando v a w.

Como G é conexo, entao ViUV, = V.

Se existir w € V; U Vs, entdo temos uma cadeia P; de tamanho par ligando v a w e
existe uma cadeia P, de tamanho impar ligando v a w. Concatenando essas cadeias, ou seja,
unindo-as formando uma cadeia P, P, comecando e terminando em v, podemos concluir que
G possui subciclo, o que é absurdo. Portanto V; NV, = 0.

Supomos, agora, que existam wy, wy € V7 adjacentes. Como a cadeia ligando v a w; tem
tamanho par, entdo a cadeia ligando v a ww, tem tamanho impar, o que é absurdo, ja que
wy € V1. Podemos repetir o mesmo raciocinio para V5. Concluimos, entao, que nao existem
vértices adjacentes em cada um desses conjuntos.

Portanto V; e V5 formam uma particao de V.

Corolario 4.7. Se G € uma drvore com grau mdzimo A, entio X'(G) = A.

4.4 Grafos Cubo

O grafo cubo, ou k-cubo é um grafo cujos vértices sao k-uplas ordenadas de 0’s e
1’s, e tal que dois vértices sao adjacentes se, e somente se, diferem-se em exatamente uma

coordenada. Na figura podemos ver alguns exemplos de grafos cubo.

Figura 4.3: 1-cubo, 2-cubo e 3-cubo, respectivamente

O nome deste tipo de grafo faz referéncia ao fato da representacao de um 3-cubo cor-
responder & planificacdo do cubo. O seu indice cromético é conhecido [[, como vemos no
Teorema .8

Teorema 4.8. Se G é um k-cubo, com grau mdzimo A, entao x'(G) = A.

!Grafos cubo sdo bipartidos e, portanto, classe um. Entretanto, a demonstracio utilizada ressalta a
estrutura multidimensional dessa familia.
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Demonstragio. As arestas de G podem ser dividas em k subconjuntos disjuntos Ay, ... A,
tais que uma aresta pertence a A;, 1 < i < k, se e, somente se, os vértices os quais ela
incide se diferenciam apenas pela ordenada i. Por exemplo, no 3-cubo, a aresta que liga 000
a 001 pertence a Az, pois os vértices os quais ela incide diferenciam-se apenas pela terceira
ordenada.

Provemos, entao, que as arestas de cada um desses subconjuntos formam um acopla-
mento. Caso contrario, existiriam pelo menos duas arestas distintas e; = uv e eg = uw de
A; incidentes em um mesmo vértice u. Como elas pertencem a A;, entdo os vértices w e v
diferem de u apenas pela ordenada 7 e, consequentemente, v = w. Logo, e; = e3, 0 que é
um absurdo. Portanto, as arestas de cada subconjunto A; formam um acoplamento. Desta
forma, podemos associar a cada subconjunto A; uma cor ¢ e, assim, obtemos uma k-coloragao
de G. Além disso, temos que A = k, pois G é k-regular. Com isso, y'(G) = A.

m

Exemplo 4.9. Na figura [{.4 ilustramos um exemplo desta colorag¢io, onde observamos que
cada acoplamento A; € formado por arestas paralelas (dessa forma, nao se interceptam) na

representagdao tridimencional do 3-cubo.

Figura 4.4: Coloracao do 3-cubo.

Exemplo 4.10. Neste exemplo, temos a 4-coloracao de um 4-cubo apresentada na tabela:

25



Tabela 4.1: Coloragao do 4-cubo

Cor Arestas

1 [ 0000 | 0001 | 0010 | 0100 | 0011 | 0101 | 0110 | 0111
1000 | 1001 | 1010 | 1100 | 1011 | 1101 | 1110 | 1111
2 | 0000 | 0001 | 0010 | 1000 | 0011 | 1001 | 1010 | 1011
0100 | 0101 | 0110 | 1100 | 0111 | 1101 | 1110 | 1111
3 | 0000 | 0001 | 0100 | 1000 | 0101 | 1001 | 1100 | 1101
0010 | 0011 | 0110 | 1010 | 0111 | 1011 | 1110 | 1111
4 | 0000 | 0010 | 0100 | 1000 | 0110 | 1010 | 1100 | 1110
0001 | 0011 | 0101 | 1001 | 0111 | 1011 | 1101 | 1111

4.5 Grafos Regulares

O problema da classificacao para grafos regulares é resolvido apenas para os que possuem
ordem impar. Como a deficiéncia total de um grafo regular é zero, ao considerarmos o
Corolario obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.11. Se G é um grafo regular de ordem impar, entdo ele é classe dois.

Sabemos, entao, que grafos regulares de ordem impar sao classe dois, porém grafos regu-
lares de ordem par podem ser tanto classe um, quanto classe dois. Por exemplo, temos que
o ciclo C,(n > 3) que é 2-regular e possui ordem n par, pode ser colorido com duas cores,
sendo, portanto, classe um. Por outro lado, consideremos o grafo de Petersen (Figura
que é um grafo muito conhecido por servir de exemplo e contra exemplo para diversos
problemas em teoria dos grafos. Ele é 3-regular, possui ordem 10 (par), porém seu indice

cromatico vale 4, sendo, assim, classe dois.

Figura 4.5: 4-coloracao do grafo de Petersen

Logo, é interessante utilizarmos caracteristicas especificas de grafo regulares no intuito

de descobrir a qual classe eles pertencem, assim como de outros grafos relacionados.
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Corolario 4.12. Seja H um grafo A-reqular de ordem impar e um grafo G obtido a partir

de H deletando-se no mdzimo %A — 1 de suas arestas. Entao, G € classe dois.

Obtemos o Corolario [4.12], pois a deficiéncia total de G vale no maximo A — 2, e entao,
pelo Corolario [3.11], G é classe dois.

Corolario 4.13. Se H é um grafo reqular de ordem par e G é um grafo obtido a partir de

H inserindo um vértice em uma aresta de G, entdo G € classe dois.

Considerando o Corolario4.13], supomos que H tenha n vértices e grau méaximo A. Entao
G possui n’ = n+1 vértices e m’ arestas, tais que m’ = %An—kl > A. L%n’J Logo G é classe

dois, chegando, assim, ao resultado obtido.

4.6 Grafos t-partidos Completos

O problema da classificacao para grafos t-partidos completos é resolvido.

Teorema 4.14. Seja G = K! um grafo t-partido completo com r vértices em cada partigao.
Entao X' (G) = A+ 1, sert for impar e X'(G) = A, se rt for par.

Demonstragio. KE é regular de grau r(t — 1) = A. Pelo Coroldrio 4.11, se rt for impar,
entdo G ¢ classe dois, ou seja, ' (G) =r(t —1) + 1.
Agora, supomos que 7t seja par. Para provar que G ¢ classe um, construiremos uma

r(t — 1)-coloracao de G a partir de dois casos possiveis.

Caso 1. Supomos que r = 2s.

Seja V(G) = (ViU V)U (VaUVy) U ... U (Voy_1 U Vy), onde cada vértice de V; =
{vi1, Vi2, ..., Vs } é adjacente a todos os outros vértices, exceto aos que pertencem a V;
e aos que pertencem a V; que é o conjunto agrupado entre parénteses com V; (cada
particao de GG é representada pela uniao dos conjuntos V; e V; agrupados entre parén-

teses).

Sabemos que x'(Ky) = 2t — 1. Desta meneira, o conjunto de pares nao-ordenados
formados pelos ntmeros {1,2,...,2t} pode ser particionado em 2t — 1 conjuntos
Ag, A1, ..., Agi_s, onde um nimero s6 pode pertencer a um par de A; exatamente uma
vez (cada conjunto A; representa uma cor uitlizada em determinada coloracao de Ky).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que

Ao = {{1,2}, {3, 4}, .{2t — 1,2¢}}
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Sabemos também que x'(K;s) = s. Desta meneira, o conjunto de pares ordenados
formados pelos nimeros {1, 2, ..., s} pode ser particionado em s conjuntos By, Bs, ..., By,
onde um numero s6 pode aparecer exatamente uma vez como primeira ordenada e
exatamente uma vez como segunda ordenada de um par ordenado de B; (cada conjunto

B; representa uma cor utilizada em determinada coloracao de K ).

Utilizaremos os conjuntos Aj,...Ay o e By, ...B, para construir uma coloracao de G.
Suponhamos que v;;, € v, sejam vértices adjacentes em G. Entao, existe um tnico g,
tal que {7,j} € A, e um tnico h, tal que (p, q) € By,. Desta forma, obtemos uma fungao
T : Vipjq — (g, h) de E(G) no conjunto de pares ordenados (g, h), onde, 1 < g < 2t—2
el < h < s e tal que arestas adjacentes possuam imagens diferentes. Com isso, a
funcao m pode representar uma coloragao de G, associando cada aresta v;yv;j, a uma
cor (g,h) e, entao, X'(G) = (2t —2)s = (t — 1)r.

Caso 2. Supomos que t seja par.

Seja a particio V(G) = ViU VU ..UV, UV, eseja V; = {vi1, vig, ..., Vi }, onde vy,
e vjq, J # 1, sao adjacentes. Definimos de forma andloga os conjuntos Ai,...A;_; e
By, ...B,, relacionados aos valores de x'(K;) e x'(K,,), respectivamente. Desta forma,
existe um tnico g, tal que i, j € A, e um tnico h, tal que (p,q) € Bj,. Assim, obtemos
uma fungao 7 : vV, — (g9, h) de E(G) no conjunto de pares ordenados (g, h), onde,
1<g<t—1el<h<retal que arestas adjacentes possuam imagens diferentes.
Com isso, a funcao m pode representar uma coloracao de G, associando cada aresta

Vipj, & uma cor (g, h) e, entao, x'(G) = (t — 1)r.
]

Exemplo 4.15. [lustremos um exemplo baseado na desmontracio do Teorema para
construirmos a coloragao do grafo K3. Neste exemplo, utilizamos o método referente ao caso
2. Baseando-se na coloragao de Ky e K33, obtemos os sequintes conjuntos:

A = {{1’ 2}’ {37 4}}7

Ay ={{2,3},{1,4}},

As = {{1,3},{2,4}},

By ={(1,1),(2,2),(3,3)},

By ={(1,3),(2,1),(3,2)},

By ={(1,2),(2,3),3, 1)}.

Podemos colorir suas arestas com as cores (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1),

(3,2) € (3,3), como mostra a tabela abairo. Temos também que X'(K3) =

28



Tabela 4.2: Coloragao do K3

Arestas | v11U21 V1123 V11V22  U21V31  U21Us3  U21Us2 U1Vl U11Uss  U11Us2
V12V22  Vi12V21 Vi2VU23 U2U32  U22U31 U22U33 VUi2V32 V12031 V12U33
U13V23 U13VU22 Ui3VU21 VU23VU33 U23VU32 U23U31  U13V33  UV13VUs2  Ui3Usi
VU31V41 U31V43 U31U42 U11U41  V11U43 V11VU42  U21VU41  U21U43  V21U42
U32V42 U32VU41 U32V43 VUi2U42 V12041  V12V43  U22VUg2  U22U41 V2243
U33V43 U33V4q2 U33zU4q1 V13VU43 V13Vg2  V13VU4q1  V23U43  U23Uso  U23U4g
Imagens | (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (3,3)

Como visto, ao considerarmos as particularidades de determinados grupos de grafos,
podemos obter informagoes a respeito de seu indice cromatico e de sua classe, podendo
auxiliar no problema da classificagao, de um modo geral. O estudo de uma familia especifica
de grafo classe dois, denominada grafo critico, tem contribuido muito neste sentido e sera

abordado no capitulo seguinte.
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Capitulo 5
Grafos Criticos

Neste capitulo, estudaremos um caso particular de grafo classe dois, introduzido por Vi-
zing, denominado grafo critico. Como se trata de um caso mais especifico, suas propriedades
contribuem para o estudo do problema da classificacdo, ja que, como sera mostrado, todo
grafo classe dois possui subgrafos criticos. Além disso, abordaremos um dos resultados mais

importantes deste assunto chamado Lema de Adjacéncia de Vizing (LAV) [33].

5.1 Grafos Criticos

G ¢ um grafo critico se for conexo, classe dois e se x'(G — e) < x'(G), para toda aresta

e de G. Se o grau maximo de G for A, entao dizemos que G é A-critico .

Exemplo 5.1. Os ciclos impares Coy1 SGo 2-critico, jd que sGo coneros, possuem grau
mazrimo igual a 2 e a remogdo de qualquer uma de suas arestas diminui o valor de seu indice

cromdtico de 3 para 2. Ilustramos este exemplo na Figura |5. 1|

x(€s)=3 x(Ps) =2

Figura 5.1: Remocao de uma aresta do grafo critico Cj
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A seguir, mostramos dois resultados simples a respeito da estrutura de grafos criticos

mostrados por Vizing [32].

Teorema 5.2. Se G ¢ um grafo A-critico e u e v sdo vértices adjacentes de GG, entdo
d(u) +d(v) > A+ 2.

Demonstragdo. Ja que G é critico, entao podemos colorir o grafo G —uv com A cores. Como
X' (G) = A+ 1, nenhuma cor dentre as A deve estar ausente, simultaneamente, na arestas
incidentes em u e v, pois, caso contrario, poderiamos usa-la para colorir a aresta uv e, entao,
obteriamos uma A-colora¢ao de G. Portanto, todas as A cores devem ser utilizadas para
colorir as arestas incidentes em u e v. Logo, (d(u) — 1) + (d(v) — 1) > A = d(u) + d(v) >
A+ 2. O

Teorema 5.3. Um grafo critico ndo possui pontos de articulagdo.

Demonstragdo. Consideremos o grafo GG, A-critico e um ponto de articulagdo v, ou seja, um
vértice cuja remocao aumenta a quantidade de componentes conexas do grafo (como G é
conexo, entao v desconecta o grafo). Sejam Hj, ..., H; as componentes conexas de G — v.
Cada subgrafo G;, i = 1,..., k, formado pela componente H; sem a exclusao do vértice v,
pode ser colorido com A cores, pois G é A-critico. Porém, a coloragao de cada subgrafo
pode ser feita de modo que as arestas incidentes em v sejam todas diferentes, resultando em

uma A-coloragao de GG, o que é absurdo. Logo G nao possui pontos de articulacao. O
Corolario 5.4. Se um grafo G € critico, entao G nao possui vértices de grau um.

De acordo da defini¢ao de grafo critico, a retirada de qualquer aresta diminui seu indice
croméatico. A partir disso, mostraremos no Teorema que o grafo critico possui compor-

tamento semelhante em relacao a qualquer acoplamento.

Teorema 5.5. Se G € um grafo A-critico e I é um acoplamento qualquer de G, entdo:

(i) existe uma (A +1)-coloragao de G, onde I é uma classe de cor;
(i) (G~ )= x(G) — 1.

Demonstragio. Como G é critico, entdo x'(G —I) = k < A. Consideremos uma k-coloragao
de G — I, sendo C' o conjunto de cores utilizadas. Podemos obter uma k -+ 1-coloracao de G
associando uma cor i ¢ C' as arestas de I, pois, se i € C, obteriamos uma k-coloracao de G,
o que é absurdo. Como G é critico, temos também que k = A, sendo e [ é uma classe de

cor (pois é formado pelo total de arestas com a cor i), provando (7). Além disso, temos que
X'(G—1)=k=A=X'(G)—1, provando (i1). O
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O préximo resultado foi mencionado na introducao deste capitulo e revela uma forte
ligacao que grafos classe dois possuem com grafos criticos. Sua primeira demonstracao foi

feita por Vizing [33].

Teorema 5.6. Se G ¢ um grafo classe dois com grau mdximo A, entao G contém um

subgrafo k-critico para cada k, onde 2 < k < A.

Demonstragdo. O resultado é evidente quando k = A, pois podemos obter um subgrafo H
k-critico removendo todas as arestas de G' que nao diminuam seu indice cromatico. O grafo
resultante possui 0 mesmo grau maximo de G.

Consideremos, entao, 2 < k < A. Seja H o subgrafo A-critico obtido pelo procedimento
anterior e uma A-coloracao de H — e, onde e = vw é uma aresta de H. Entao, como
visto na demonstragao de nenhuma cor pode estar simultaneamente ausente nas arestas
incidentes em v e w. Com isso, existem, pelo menos, duas cores distintas a e b, tais que
acCw)ead¢ C'(w)ebe C(w)ebdg C'(v). Ao escolhermos uma cor ¢ diferente de a e b e
retirarmos de H todas as arestas coloridas com i, obtemos um grafo H* com grau maximo
A — 1. (Isso é verdade, ja que todo vértice diferente de v e w que possua grau A passara a
ter grau A — 1. Além disso, caso v ou w tenham grau A, entao passarao a ter grau A — 1,
pois i # a e i # b). Como as arestas coloridas por i formam um acoplamento, entao, pelo
Teorem, temos também que x'(H*) = A. Logo, obtemos um grafo H* com grau maximo
A—1ex/'(H*) = A, ou seja, classe dois. Removendo arestas de H*, como na primeira parte
da demonstragao, obtemos um grafo (A — 1)-critico. Desta forma, podemos continuar o

processo anterior, obtendo gradativamente subgrafos k-criticos, para 2 < k£ < A. O
No Teorema vemos que os unicos grafos criticos regulares sao os ciclos impares Cog 1.
Teorema 5.7. Ndo existem grafos requlares A-criticos, tais que A > 3.

Demonstragio. Consideremos um grafo regular G' de ordem fmpar e A-critico (A > 3). Pelo
corolario ao deletarmos no maximo %A — 1 arestas de G, o grafo resultante H é classe
dois. Mais especificamente, se deletarmos uma aresta qualquer de GG, entao o grafo resultante
H deve ser classe dois. Como G ¢ critico, entdo x'(H) = x'(G) —1 = A e, além disso, o grau
maximo de H vale A. Portanto H é classe um, o que é absurdo.

Seja G um grafo regular de ordem par, A-critico, (A > 3) e seja H o grafo obtido
inserindo-se um novo vértice z em uma aresta e = uw de G. Entao, pelo coroléario [4.13]
X'(H) = A+ 1 e como G ¢é critico, entao x'(G — e) = A. Considerando uma A-coloracao
de G — e, existem pelo menos duas cores distintas a e b, tais que a € C(u) e a ¢ C'(w) e
be C(w)eb¢ C'(u). Com isso, podemos obter uma A-coloragdo de H, colorindo a aresta

uz com a cor b e a aresta zw com a cor a, o que é absurdo. O
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E natural que tenha se desenvolvido uma definicio andloga para multigrafos. Um mul-
tigrafo conexo M é um multigrafo critico se seu indice cromatico for maior que seu grau
maximo e se x'(M — e) < x/(M) para qualquer aresta e de M. A partir do Teorema [5.8

obtemos o Corolario que é um importante resultado, provado por Andersen [1], a respeito

da estrutura de multigrafos criticos.

Teorema 5.8. (Andersen, 77) Seja M = (V, E) um multigrafo com aresta critica e = xy e

tal que

¢ = x'(M) = max(d(u) + max u(v, u))

Entao x ¢ adjacente a pelo menos ¢ — (d(y) + pu(y,x)) + 1 vértices v diferentes de y, tal
que d(v) + p(v,z) = q.

Demonstragio. Sejat = d(y)+u(y,x) e m uma (¢—1)-coloragao de G—e. Como d(z) < g—1,
obtemos as mesmas condi¢des do Lema e entao (como na demonstragao do Teorema :

¢—1 = (¢g—d@)+(q—dy)+ > (¢—1—d@)+dx)— > pv,z))

vEAL—{y} vEAL
= q+(qg—dy)+ Z{ }(q —d(v)) = |Az| + 1 — (u(y, ) + Z{ }u(v, z)).

Desta maneira, obtemos

Yo (g—d) —plv,x) < A =1—(¢—t+1).
vEA;—{y}

Por hipoétese, todo termo do lado esquerdo da inequacao é nao-negativo. Consequente-
mente, existem pelo menos g — t 4+ 1 vértices v em A, — {y}, tais que d(v) + (v, x) = q.

]

Corolario 5.9. Seja M = (V, E) um multigrafo critico tal que

¢ = x'(M) = max(d(u) + max u(v, u))

e m(M) = min,ev (d(u) + mingen ) 1(v, w)). Entdo,
(i) Todo vértice x de M ¢é adjacente a pelo menos dois vértices v tais que d(v)+p(x,v) = q;

(it) M contém, no minimo, ¢ —m(M )+ 1 vértices w, tais que d(w) + maxyey p(u, w) = q.
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O Colorolario |5.10, denominado Lema de Adjacéncia de Vizing (LAV), é um importante
resultado obtido por Vizing [33], em 1965, a respeito da estrutura dos grafos criticos, sendo
comumente utilizado na obtencao de diversos resultados. O LAV é um caso particular do

Corolario [5.9| que ¢é considerado o Lema de Adjacéncia para multigrafos .

Corolario 5.10. (LAV) Seja G um grafo A-critico e uma aresta vw € G, onde d(v) = k.

Entao,
(i) se k <A, entio w é adjacente a, pelo menos, A — k + 1 vértices de grau mdzximo;

(ii) se k = A, entio w é adjacente a, pelo menos, dois vértices de grau mdximo.

Corolario 5.11. Se G é um grafo critico, entdo todo vértice de G € adjacente a, pelo menos,
dois vértices de grau maximo. Em particular, G possui, no minimo, trés vértices de grau

mdaximo.

Sabemos que a retirada de uma aresta de um grafo critico G, com grau maximo A,
diminui o valor de seu indice cromatico. Esta retirada pode resultar em um grafo classe um
com grau maximo A e indice cromético A, ou em um grafo classe dois com grau maximo
A — 1 e indice cromatico A. Porém, ao considerarmos o Corolario [5.11, concluimos que o
grafo resultante da retirada de uma aresta de um grafo critico é um grafo classe um, pois,
como G possui no minimo trés vértices de grau A, mesmo com a retirada da aresta, seu grau

maximo permanece A.

Corolario 5.12. Se G é um grafo A-critico com grau minimo §, entdo G possui, no minimo,

A — § + 2 vértices de grau mdzimo.

Obtemos o Corolario considerando os vértices v e w do Corolario (LAV) como
os vértices de grau minimo ¢ e grau maximo A de G, respectivamente.

Diversos estudos a respeito da estrutura dos grafos criticos foram desenvolvidos, muitos
deles focando, principalmente, na ordem destes tipos de grafos. Como os grafos 2-criticos
sdo apenas os ciclos impares, entdo estas pesquisas abordam os demais valores de A. Em
1971, Jakobsen mostrou que nao existem grafos 3-criticos com 4, 6, 8, ou 10 vértices, e que
nao existem multigrafos 3-criticos com 4, 6, ou 8 vértices [21]. Estes resultados o levaram a

formular a Conjectura dos Grafos Criticos :
Conjectura 5.13. (Conjectura dos Grafos Criticos) Todo grafo critico possui ordem impar.

Outros resultados ajudaram a sustentar esta conjectura, como os obtidos por Beineke e
Fiorini [5] e Fiorini [13], que mostraram que qualquer grafo A-critico de ordem par deve ter
no minimo 12 vértices, e para A = 3, no minimo 14 vértices. Posteriormente, Andersen [I]

demonstrou que nao existem grafos 3-criticos de ordem 14 ou 16.

34



Apesar destas evidéncias, a Conjectura dos Grafos Criticos é comprovadamente falsa.
O primeiro contraexemplo foi apresentado em 1978 por Goldberg [17], que encontrou uma
sequéncia infinita de grafos 3-criticos de ordem par, sendo o de menor ordem com 22 vértices.
De forma independente, Fiol [12] obteve 2 exemplos de grafos 4-criticos de ordem 18 e 30.
Também de maneira independente, Chetwynd e Wilson [I0] encontrou 2 exemplos de grafos
4-criticos de ordem 16 e 18. Desde entao, outros exemplos de grafos criticos de ordem par
foram descobertos (ver, por exemplo, em [36]).

E natural questionar quando a Conjectura dos Grafos Criticos é verdadeira. Goldberg
[18] provou que se M é um multigrafo A-critico com x'(M) > $(9A + 6), entdo M possui

ordem impar. Tal resultado o levou a formular a seguinte conjectura:

Conjectura 5.14. (Goldberg, 1977) Eziste uma constante k > 2, tal que todo multigrafo

A-critico com no mdximo kA vértices possui ordem impar.

5.2 Grafos Planares

O problema da classificacao para os grafos planares é explorado de acordo com o grau
maximo A do grafo. Como toda arvore é planar e classe um, entao é possivel encontrar
grafos planares classe um de qualquer ordem e qualquer grau maximo. Assim, este estudo
foca principalmente em descobrir para quais valores de A existem grafos planares classe dois.
Para isso, é frequentemente utilizado resultados a respeito de grafos criticos, principalmente
o Lema de Adjcéncia de Vizing.

Familias classicas de grafos planares sao aqueles que representam poliedros. Eles sao
obtidos ampliando-se qualquer uma das faces deste poliedro de modo a conter todos os
vértices e arestas em seu interior. A face ampliada torna-se a face ilimida. A figura [5.2

ilustra um exemplo deste tipo de grafo associado ao tetraedro:

Figura 5.2: Tetraedro

Existem grafos planares de grau maximo 2, 3, 4 e 5, pertencentes a classe dois. Os
ciclos impares sao exemplos de grafo planares classe dois quando A = 2. Para A = 3,
A =4 e A =5, consideremos os grafos obtidos pela insercdo de um vértice em qualquer

aresta do tetraedo, octaedro e icosaedro, respectivamente. Pelo Coroldrio [4.13[temos que
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os grafos resultantes sao classe dois. Para prosseguir o estudo para os outros valores de A,

consideremos, primeiramente, alguns resultados importantes.
Teorema 5.15. Se T é uma drvore, entio m =n — 1.

Demonstragio. Fagamos por indugao sobre o niimero de vértices. Consideremos uma arvore
com n = 1 (grafo trivial), entdo vale m = n — 1. Vamos assumir que este resultado vale
para arvores com n vértices. Entao consideremos uma arvore 1" com n + 1 vértices e vamos
provar que que ela possui (n + 1) — 1 arestas. Seja v um vértice de T' com d(v) = 1. Ao
retiramos o vértice v de T' obtemos um grafo 7" que possui m = n — 1 arestas, por hipdtese
de inducéo. Como T possui uma aresta a menos que 7', entéo a quantidade de arestas de T

vale m+1=n= (n+ 1) — 1, chegando ao resultado pretendido. ]
O préximo resultado é a relagdo de Euler , ja conhecida no estudo de poliedros convexos:
Teorema 5.16. Para todo grafo planar conexo vale f —m +n = 2.

Demonstracdo. Facamos por indugao sobre o nimero de arestas. A férmula é valida para
m = 1. Consideremos um grafo planar conexo qualquer. Se for uma arvore, o resultado é
valido, pois f —m +n =1—(n— 1) +n = 2. Caso possua algum ciclo, entao retiramos
a aresta de um ciclo e o grafo fica com uma face a menos. Pela hipotese de inducao, a
relagdo vale para o grafo obtido e dessa forma temos (f — 1) — (m — 1) +n = 2, Com isso,
f—m+n=2 O]

Teorema 5.17. Se G € um grafo planar conexo, com n > 3, entdo vale m < 3n — 6.

Demonstraciao. Ao contarmos a quantidade de arestas de cada face, contamos duas vezes

cada aresta e, além disso, cada face possui no minimo 3 arestas. Desta forma, temos, ao

menos % arestas no grafo e, assim

3f <2m

Considerando a férmula de Euler, temos:

f—m+n = 2

3f—=3m+3n = 6

2m —-3m+3n > 6
m < 3n—06
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Corolario 5.18. Se G ¢ um grafo conexo e planar, entdo G deve possuir pelo menos um

vértice com grau menor ou igual a 5.

O Corolério [5.18| é obtido supondo-se que se um grafo conexo planar nao possui vértices
com grau menor ou igual a 5, entao todos os seus vértices possuem grau maior ou igual a
6. Assim, m > 67” e, entao m > 3n. Isso contradiz o Teorema chegando-se, assim, ao

resultado.

Corolario 5.19. Seja G um grafo conexo e planar com n vértices, n > 3. Se G tem

exatamente ny vértices de grau k, para cada k > 1, entdo:

ony + 4ng + 3ng + 2n4 + 15 — ny — 2ng — 3Ing — ... > 12

Para obtermos o Corolario [5.19] expressamos os valores de n e m como:

n = ny+ne+ng+..

2m = ny+2n9 +3ng+ ...

Assim, ao considermos o Teorema [5.17], obtemos o Corolario

n—6 > m

6n —2m > 12
6(ni+ng+mns+..)—(n1+2n2+3ng+...) > 12

ony +4ng + 3nz + 2ny + ns —ny —2ng — 3ng — ... > 12

Retomando o problema da coloragao de arestas dos grafos planares, vimos que existem
grafos planares classe dois quando seu grau maximo A vale 2, 3, 4, ou 5. Em 1965, Vizing
obteve um resultado [33] que diz que todo grafo planar com grau maximo A > 8 é classe
um e sua prova serda abordada neste trabalho. Mas, primeiramente, vamos provar um resul-
tado obtido anteriormente por Vizing [32] cuja demonstracao utiliza resultados referentes ao

estudo de grafos criticos, mais especificamente o Lema de Adjacéncia de Vizing:

Teorema 5.20. Se G é um grafo planar tal que seu grau mdxzimo A wvale no minimo 10,

entao G € classe um.

Demonstragdo. Seja G um grafo planar, classe dois, com grau maximo A > 10 e, sem perda
de generalidade, suponhamos que G seja critico. Pelo Corolario G possui pelo menos

um vértice com grau menor ou igual a 5. Entao, consideremos S como o conjunto de todos

37



os vértices com grau menor igual a 5. O subgrafo induzido pelos vértices de G' que nao estao
em S ¢é planar e, assim, contém um vértice v adjacente a, no maximo, 5 vértices que nao
estao em S. Além disso, v deve ser adjacente a um vértice w pertencente a S. Portanto, pelo

LAV, v é adjacente a, no minimo, A — 4 > 5 vértices de grau maximo, o que é absurdo. []

O Teorema ¢ um resultado mais forte obtido por Vizing [33], em 1965, cuja demons-

tragao aqui utilizada foi baseada na de Yap [35]:

Teorema 5.21. Se G € um grafo planar tal que seu grau mdzimo A wvale no minimo 8,

entao G € classe um.

Demonstragdo. Seja G um grafo planar, classe dois, com grau maximo A > 8. Pelo Teorema
(.6l G contém um subgrafo 8-critico. Sem perda de generalidade, assumamos que G é 8-
critico. Se G tem exatamente n; vértices de grau k, para cada k > 1, pelo Corolario [5.19,

obtemos:

5nq + 4ng + 3ng + 2ng +n5 > 12 + ny + 2ng

Pelo LAV, temos que os vértices de grau 3 s6 podem ser adjacentes a, no maximo, um
vértice de grau 7 e a nenhum vértice com grau menor que 7 (os outros dois vértices devem
ter grau 8). Os vértices de grau 4 sé podem ser adjacente a, no maximo, um vértice de grau
6 (caso isso ocorra, os restantes dos vértices que eles sao adjacentes valem 8), a, no maximo,
dois vértices de grau 7 e a nenhum vértice com grau menor que 6. Seja r o nimero de vértices
de grau 3 que sao adjacentes a um vértice de grau 7, s o nimero de vértices de grau 4 que
sao adjacentes a um vértice de grau 6, ¢ o niimero de vértices de grau 4 que sao adjacentes
a um unico vértice de grau 7 e u o nimero de vértices de grau 4 que sao adjacentes a dois
vértices de grau 7.

De acordo com o LAV, temos:

1 1 1 2 1
ng22n2—|—§[3(n3—7“)—|—27’]+§[4(n4—5—t—u)+33+3t+2u]+§n5+5n6+§n7

Entao, desenvolvemos a inequacao da seguinte forma:

8 2 2 4 4 2
272,8 > 4n2+3n3—7’+§n4—§5—gt—gu—l—ng,—i—gng—l—gm
2 4 2 2
> 4n2+3n3+2n4+n5+§(n4—s—t)+gn6+§(n7—u)+(n7—r—§u)—n7

Como r < min{nsz,n7} e u < min{ny — s — t,n; — r}, entdo temos que ny —s —t >0 e

m—r—%uZO.
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Desta forma,

n7 + 2ng > 4ng + 3ng + 2n4 + ns

o que ¢ absurdo pois contradiz o Corolario [5.19|

]

Diante dos resultados obtidos, Vizing questionou a existéncia de grafos planares classe
dois quando seu grau méaximo vale 6 ou 7, formulando, em 1965, a Conjectura do Grafo
Planar [33]:

Conjectura 5.22. Se G ¢ um grafo planar tal que seu grau mdximo A wvale no minimo 6,

entao G € classe um.

A Conjectura do Grafo Planar foi parcialmente demonstrada em 2001 por Sanders e Zhao
[25] que mostraram que grafos planares com grau méaximo igual a 7 sao classe um. Assim,

obtém-se o Teorema [5.23] cuja demonstracao foge ao escopo deste trabalho.

Teorema 5.23. Se G é um grafo planar tal que seu grau mdximo A wvale no minimo 7,

entao G € classe um.

Apesar disto, a Conjectura do Grafo Planar continua em aberto e, entdo, o inico caso
do problema de coloragdo de arestas de grafos planares que resta demonstrar é quando seu

grau maximo vale 6.
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Capitulo 6
Conclusoes

O trabalho desenvolvido procurou fornecer um estudo sobre os principais resultados teo-
ricos a respeito de coloracao de arestas, em especial sobre o Teorema de Vizing e suas
consequéncias. A demonstragao deste teorema foi feita de maneira contrutiva, apresentando
o uso de ferramentas bastante utilizadas na teoria de grafos, especificamente na area de
coloragao (como é o caso do leque).

O Teorema de Vizing deu origem ao problema da classificacao que é demonstradamente
um problema NP-completo. Diante disto e de sua grande quantidade de aplicagoes, o pro-
blema da classificacdo tem sido alvo de muitas pesquisas. Da mesma forma, desenvolveu-se
o interesse em determinar o indice cromatico de familias especificas de grafos. Com isso,
buscamos mostrar alguns casos em que ja sao conhecidos seu indices cromaticos, como, por
exemplo, os grafos bipartidos, completos, e também daqueles cujo problema da classificacao
é parcialmente resolvido, como é o caso dos grafos regulares.

Também apresentamos alguns tépicos a respeito dos grafos criticos, que é um tipo espe-
cifico de grafo classe dois. Seu estudo forneceu significativas contribui¢oes para o problema
da coloragao, sendo uma delas a obtencao do Lema de Adjacéncia de Vizing. Neste trabalho,
verificamos como o LAV contribuiu para a obtenc¢ao de importantes resultados no problema
de coloracao de grafos planares.

Outra area da coloracao de grafos que tem sido bastante estudada é a coloragao total
de grafos. Uma coloracao total de um grafo G' é uma coloragdo na qual vértices adjacentes,
arestas adjacentes e arestas incidentes em vértices possuem cores distintas. O namero
cromatico total, representado por x”(G), é o nlimero minimo de cores necessarias para
se obter a coloracao total de um grafo G. O conceito de coloragao total foi introduzido de
forma independente por Behzad e Vizing, por volta de 1965. E imediato que " (G) > A+ 1.
Analagomente ao caso de coloracao de arestas, com o Teorema de Vizing, o que existe até
o momento é a Conjectura de Behzad-Vizing ou Conjectura da Coloracao Total
[3, BI], que diz que x"(G) < A + 2.
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Assim, um grafo é dito tipo um ou tipo dois se o seu nimero cromatico total vale
A+1 ou A+ 2, respectivamente, porém decidir de qual tipo é um grafo é comprovadamente
um problema NP-completo [24]. Muitos dos resultados que envolvem coloragao total se
concentram na validade da Conjectura Behzad-Vizing, ou seja, em que condigoes ou para
que familia de grafos ela é valida. Apesar dos esforcos, esta conjectura permanece em aberto.
O desenvolvimento da teoria de coloracao de arestas pode colaborar na obtengao de avangos

na teoria de coloracao total, inclusive na Conjectura de Behzad-Vizing.
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