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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

UM ESTUDO SOBRE GRAFOS COM CONECTIVIDADE ALGEBRICA
INTEIRA

Clarianne Luciola de Abreu Vieira Machado Lucas

Margo/2015

Orientador: Maria Aguieiras Alvarez de Freitas
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Nesta dissertacao, estudamos grafos que apresentam a conectividade algébrica
inteira. Verificamos que as conectividades algébrica e de vértices dos cografos, uma
classe de grafos laplacianos integrais, e, em particular, dos grafos threshold sao iguais.

Analisamos duas familias infinitas de grafos laplacianos integrais satisfazendo
relacoes distintas entre suas conectividades algébrica e de vértices. Em seguida,
construimos duas familias infinitas de grafos nao laplacianos integrais, de forma que
uma possui as suas conectividades algébrica e de vértices iguais e a outra apresenta
estas mesmas conectividades distintas.

Investigamos a integralidade de uma classe de grafos e de alguns dos seus sub-

grafos e reunimos alguns resultados sobre a conectividade algébrica.
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A STUDY ABOUT GRAPHS WITH INTEGER ALGEBRAIC CONNECTIVITY
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In this dissertation, we study graphs with integer algebraic connectivity. We
verify that the algebraic and vertex connectivities of cographs, an integral laplacian
graphs class, and, particularly, of the threshold graphs are equal.

We analyse two infinite families of integral laplacian graphs that satisfy distinct
relationships between their algebraic and vertex connectivities. After that, we build
two infinite families of non-integral laplacian graphs, such that one has its algebraic
and vertex connectivities equal and the other has these same connectivities distinct.

We investigate the integrality of a graphs class and of some of their subgraphs

and we join some results about algebraic connectivity.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo sobre o segundo menor autovalor do laplaciano de um grafo foi iniciado
por FIEDLER [8], que o denominou conectividade algébrica. Ele caracterizou a
conexidade de um grafo G a partir da sua conectividade algébrica e estabeleceu a
relagdo entre esta e as conectividades de vértices e de arestas de G.

A conectividade algébrica esta associada a outros invariantes de um grafo, tais
como o grau minimo, o grau maximo, o didmetro, entre outros, e ABREU et al. [2]
destacam a relacao entre a compacidade de um grafo e a sua conectividade algébrica.
Se esta possui um valor alto, o grafo é compactado. Caso contrario, o grafo é
alongado. Esta informacao é importante, por exemplo, no estudo de moléculas de
RNA.

O interesse por grafos cujos autovalores, da sua matriz de adjacéncia ou la-
placiana, sao todos niimeros inteiros surgiu com o questionamento de HARARY e
SCHWENK [12], sobre quais grafos possuem espectro inteiro. Em particular, alguns
grafos apresentam a conectividade algébrica inteira e, como esta se relaciona com
outros invariantes de um grafo, se torna bastante 1til investigar familias de grafos
com tal propriedade.

Neste trabalho, pesquisamos grafos laplacianos integrais e nao laplacianos inte-
grais, mas com a conectividade algébrica inteira, e buscamos relacionar a conecti-
vidade algébrica destes grafos com outros invariantes, em particular com a conecti-
vidade de vértices. Desta forma, organizamos esta dissertagao em cinco capitulos,
que sao descritos a seguir.

O Capitulo 2 esta dividido em trés se¢oes, que trazem os conhecimentos basicos
sobre Teoria de Grafos, Teoria de Matrizes e Teoria Espectral de Grafos necessérios
para a compreensao do texto.

No Capitulo 3, reunimos resultados classicos sobre a conectividade algébrica. No
Teorema 3.1 (FIEDLER, [8]), colocamos a relacao entre a conectividade algébrica e
a conectividade de vértices de grafos nao completos e, em especial, no Teorema 3.2,

destacamos a caracterizacdo de grafos cujas conectividades algébrica e de vértices



coincidem, realizada por KIRKLAND et al. [15].

O Capitulo 4 aborda grafos cuja conectividade algébrica é inteira. Dividimos
este capitulo em duas se¢oes: a dos grafos laplacianos integrais e a dos grafos nao
laplacianos integrais. Na primeira secao, pesquisamos os cografos e, em particular,
os grafos threshold. Na Proposicao 4.2, determinamos a conectividade algébrica e a
de vértices para um grafo threshold conexo, nao-completo, provando que elas coin-
cidem. Na Proposicao 4.4, generalizamos a prova deste resultado para um cografo
conexo e nao-completo. Ainda na primeira segdo, exibimos duas familias infinitas
de grafos laplacianos integrais. Os grafos da primeira familia possuem as mesmas
conectividades algébrica e de vértices, mas estas divergem entre si em uma uni-
dade. Por outro lado, os grafos da segunda familia, embora apresentem a mesma
conectividade algébrica, possuem conectividades de vértices distintas um do outro,
permitindo que, dados dois grafos desta familia, a diferenca entre estas conectivida-
des seja tao grande quanto desejemos. Na segunda se¢do, construimos duas familias
infinitas de grafos nao laplacianos integrais de forma que cada um destes grafos
apresenta a conectividade algébrica inteira. No entanto, uma das familias apresenta
as conectividades algébrica e de vértices iguais, enquanto a outra apresenta estas
mesmas conectividades distintas. Nesta mesma se¢do, analisamos o comportamento
dos grafos roda e de alguns dos seus subgrafos.

No Capitulo 5, comentamos sobre os resultados observados e obtidos, bem como

apresentamos uma proposta para a continuagao deste trabalho.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Neste capitulo, buscamos reunir defini¢oes e resultados considerados elementares
em um estudo de grafos, bem como conceitos de Algebra Linear, que sdo necessarios
para o estudo da Teoria Espectral de Grafos e que sao utilizados nos capitulos
posteriores.

Como referéncias na literatura sobre os conceitos abordados, citamos ABREU et
al. [2], BOAVENTURA-NETTO [3], CVETKOVIC et al. [6], HORN e JOHNSON
[13] e MERRIS [18], que constituem algumas das fontes da nossa pesquisa.

2.1 Teoria de Grafos

Um grafo G = G(V, E) constitui-se de dois conjuntos finitos V(G) (ou V'), ndo
vazio, cujos elementos sdo denominados vértices, e E(G) (ou E), cujos elementos,
denominados arestas, sao pares nao ordenados de elementos distintos de V(G). Re-
presentamos a quantidade de elementos de V(G) e de E(G), respectivamente, por
|[V(G)| e |[E(G)], onde |V(G)] é denominada a ordem do grafo.

Se {v;,v;} é uma aresta de G, dizemos que v; e v; sdo vértices adjacentes e que
{vi,v;} é uma aresta incidente em v; e em v; ( em nosso trabalho, ndo ha mais de
uma aresta incidindo no mesmo par de vértices). De forma equivalente, dizemos que
duas arestas sao adjacentes quando incidem em um vértice comum. Se um vértice
nao ¢é adjacente a qualquer outro vértice do grafo, ele é denominado vértice isolado.
Por outro lado, se um vértice é adjacente a todos os demais vértices do grafo, ele é
dito vértice dominante ou universal.

Se um grafo G é formado apenas por vértices isolados (ou seja, é um grafo sem
arestas), dizemos que G é um grafo wvazio. Por outro lado, se cada vértice de G
é vértice dominante, G é denominado grafo completo e representado por K, onde
n = |V(G)|. Se n =1, dizemos que G = K; é o grafo trivial.

O complementar de um grafo G é o grafo G que possui o mesmo conjunto de

vértices de G e as suas relagoes de adjacéncia sdo apenas as que nao estao presentes



em G.

O grau de v € V, denotado por d(v), é o nimero de vértices adjacentes a v. O
graw minimo de G ¢ definido como §(G) = min{d(v);v € V} e o grau mdzimo de
G como A(G) = maz{d(v);v € V}. Observemos que ¢y d(v) = 2|E(G)|.

Dizemos que um grafo G' = G'(V', E') é um subgrafo de G = G(V, E), e denota-
mos por G'CG, se V'CV e E'CE. Se G’ preservar todas as relacoes de adjacéncia
entre os vértices de V' existentes em G, entdo G’ é dito um subgrafo induzido de G
por V' e o representamos por G' = G[V’]. Se G’ é um subgrafo de G induzido por
V' =V —{v}, onde v € V, representamos G’ por G — v.

Se G’ ¢ um subgrafo induzido vazio de G, dizemos que V(G') é um conjunto
independente. Um conjunto independente é maximal quando nao estda contido em
outros conjuntos independentes. A quantidade de vértices do maior conjunto inde-
pendente em um grafo é chamado niumero de independéncia do grafo e é denotado
por a(G).

Dois grafos G; = G1(Vi, Ey) e Gy = Go(Va, Ey) sado ditos isomorfos se existe
uma bijegao f : Vi — Vi tal que {v1,v2} € Ej se, e somente se, {f(v1), f(v2)} €
E5,Yvi,v9 € V]. Neste caso, escrevemos G ~ GY.

Uma cadeia é uma sequéncia de vértices vy, ..., v, de um grafo G(V, E) tal que
{vi,vi01} € E)V 1 <i<n—1. Se v; = v,, dizemos que a cadeia é fechada. Caso
contréario, ou seja, se v # v,, a cadeia é dita aberta. Uma cadeia cujos vértices sao
todos distintos é denominada caminho. O caminho com n vértices é representado
por P,. Uma cadeia fechada cujos vértices, exceto v; e v,, sdo todos distintos, recebe
o nome de ciclo. O ciclo com n vértices é denotado por C,,. O comprimento de um
caminho ou ciclo é obtido pelo niimero de arestas que o compoem.

Um grafo é conero quando existe um caminho ligando qualquer par de seus
vértices. Dizemos que a distancia do vértice v; ao vértice v; de um grafo conexo é o
menor dos comprimentos dos caminhos que ligam v; a v;. O diagmetro de um grafo ¢
o maximo das distancias entre dois vértices quaisquer do grafo e é representado por
diam(G).

Se o grafo nao é conexo, dizemos que é desconexo e se G’ é um subgrafo conexo
de G tal que nao existe outro subgrafo conexo de G que o contenha entao G’ é uma
componente conexa de G, ou simplesmente, uma componente de G. Um corte de
vértices em um grafo G é um conjunto de vértices cuja remocao desconecta G.

Um grafo conexo e sem ciclos é denominado drvore. Todo vértice de uma arvore
que possui grau 1 é denominado folha. A raiz de uma arvore é um vértice a partir do
qual podemos estabelecer o nivel dos demais vértices como sendo a distancia destes
até a raiz.

Um grafo k-regular (ou reqular de grau k) é aquele cujos vértices tém o mesmo

grau igual a k. Um grafo G(V, E) é dito k-partido quando existe uma parti¢ao



P={VyV=WVU.UVeV,nV; =0,Vi# j} do seu conjunto de vértices e
as arestas de G sao da forma {u,v}, onde v € V; e v € V},i # j. Desta forma,
cada V;,© = 1,...,k, é um conjunto independente. Se k = 2, dizemos que o grafo é
bipartido. Um grafo G(V, E) é bipartido completo se E = {{u,v},u € V},v € V4}. Se
[Vi| = p e |Va| = ¢, representamos G por K, ,. Se p =1, o grafo K, é denominado
estrela.

O grafo cubo m-dimensional é aquele cujos vértices sao vetores de m coordena-
das, iguais a 0 ou a 1, e cujas arestas incidem em vértices que diferem por uma s6
coordenada. O grafo de Petersen é um grafo com 10 vértices, 3-regular, com didme-
tro 2 e, frequentemente, utilizado como contra-exemplo para muitos problemas em
Teoria dos Grafos.

Na Figura 2.1, destacamos o grafo cubo 3-dimensional e o grafo de Petersen.

Figura 2.1: Grafo Cubo 3-dimensional e Grafo de Petersen

A conectividade de vértices de um grafo G # K, é definida como o menor niimero
de vértices cuja remogao desconecta G e é representada por k(G). Se G = K,,, entao
k(G) =n — 1 (ou seja, é o menor nimero de vértices cuja retirada reduz K, a um
tnico vértice). De forma analoga, definimos a conectividade de arestas como o menor
nimero de arestas cuja remo¢ao desconecta o grafo G' e denotamos por «'(G). Um
corte de vértices (ou de arestas) é um conjunto de vértices (ou de arestas) cuja
remocao desconecta o grafo. Se G é um grafo conexo entao k(G) < k'(G) < I(G).

Dados dois grafos G; = G1(V1, Ey) e Gy = Go(Vs, Ey), destacamos, a seguir,

algumas operacoes que sao utilizadas no decorrer do texto:

e A uniago G1 U G5 é o grafo cujo conjunto de vértices é V; U V5 e cujo conjunto
de arestas é E; U Es;

e O join G; V Gy ¢é o grafo tal que cada vértice de GG; é adjacente a todos os
vértices de Go, ou seja, G V Gy = G; U Gs. Representamos G V ... V G,, por

\/ Gi;

i=1,...,n



e O produto cartesiano G1 x G9 é o grafo cujo conjunto de vértices é V; x V5
( o produto cartesiano entre conjuntos) e dois vértices (vi,vs) e (ug,uz) de
G x Gq sdo adjacentes se, e somente se, v; = uy € {vg, Uz} € Ey ou vy = uy €
{Ul, Ul} € El;

e A unido de arestas G, + Go, onde Vi = V,, é o grafo cujo conjunto de vértices

¢ V1 (ou V3) e cujo conjunto de arestas é Ey U Es;

o A intersecio de arestas G1 N Gg, onde V; = V5, é o grafo cujo conjunto de

vértices é V; (ou V,) e cujo conjunto de arestas é F; N E.

2.2 Teoria de Matrizes

Nesta secao, revisamos algumas defini¢oes e resultados da Teoria de Matrizes
que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Representamos por 1 o vetor cujas entradas sao todas iguais a 1 e, por 0, o
vetor cujas entradas sdo todas iguais a 0 e, quando necessario, especificamos as
suas dimensoes. Representamos a matriz identidade por I e, da mesma forma,
especificamos a sua dimensao quando julgamos necessario e, por J, denotamos a
matriz cujas entradas sao todas iguais a 1 e destacamos as suas dimensoes quando
parecer util.

Seja M = (m;;) uma matriz quadrada de ordem n com entradas reais. A trans-
posta de M é a matriz M7 = (k;;), satisfazendo k;; = mj;, 1 < i,j < n. Se M = M,
dizemos que M é uma matriz simétrica.

A matriz M é invertivel se existe uma matriz T tal que MT = TM = 1. Neste
caso, T ¢ dita a inversa de M e é denotada por M1,

Se u= (U, ..., u,)" ev=(vy,...,v,)7 sdo vetores do R", entdo:

. 4 _\n — T
e O produto interno usual de v e v é dado por < w,v >= 31 | upVE = U v;
e A norma euclidiana do vetor u é definida por ||u|| = /< u,u > = VuTy;
e Se ||lu]| =1, dizemos que o vetor u é unitdrio.

Dizemos que dois vetores x,y € R" sao ortogonais se < x,y >= 0 e repre-
sentamos por x L y. Um subconjunto S = {z1,...,xx} de R™ é ortogonal se
< i,y >= 0,Vi # 7,4 = 1,...,n. Caso os vetores z;,7 = 1,...,n, também sejam
unitarios, dizemos que o conjunto S é ortonormal. O subconjunto de R™ formado
pelos vetores que sdo ortogonais a todos os vetores de S é chamado complemento
ortogonal de S e é representado por S* .

O polinémio caracteristico de uma matriz M ¢é definido por p(\) = det(Al — M),

e suas raizes Ay, ..., A, sao chamados autovalores de M. Se A é um autovalor de M



ev # 0 em R" é tal que Mv = v, dizemos que v é um autovetor de M associado
ao autovalor A. A quantidade de vezes que um autovalor A\ aparece como raiz do
polinémio caracteristico ¢ denominada multiplicidade algébrica de \.

Uma matriz quadrada M é diagonalizivel quando é semelhante a uma matriz
diagonal, ou seja, quando existe uma matriz diagonal D de forma que M = PDP~!,
onde P é uma matriz invertivel.

O traco de uma matriz é a soma das entradas de sua diagonal principal. Matrizes
semelhantes tém o mesmo traco.

A seguir, destacamos uma operacao entre matrizes.

e B = (bji),,,.O produto de Kronecker de A

por B, denotado por A ® B, é definido como a matriz particionada em blocos

Sejam as matrizes A = (a;;)

mxn nxp

&HB alnB
A ® B = (aijB)mXp = .
1B - QB
Por exemplo, se
1 01 2 0 2
1 2 1 01 21 2 4 2 4
A= e B = entao A ® B =
3 4 2 1 2 3 03 40 4
6 3 6 8 4 8

Definicao 2.1: Uma matriz quadrada A, «, com entradas complexas é dita her-
mitiana se a transposta da sua matriz conjugada (cujas entradas sao os complexos
conjugados de A) forigual a A | isto é, A* = A" = A. Desta forma, se A = (a;j)nxn
¢ uma matriz hermitiana entao a;; = az;, Vi, 7 =1,...,n.

Segue, da Definicao 2.1, que as entradas da diagonal principal de uma matriz
hermitiana sao reais. Além disso, pelo Teorema Espectral (DONADELLI, [7]), toda
matriz hermitiana A, de dimensao n, é diagonalizavel e a matriz diagonal resultante
apresenta todas as entradas reais. Consequentemente, todos os n autovalores de A
sao reais e A possui n autovetores linearmente independentes. Ainda, existe uma
base ortonormal de C" formada por n autovetores de A.

Enunciamos, a seguir, o Teorema de Courant- Fischer, retirado de HORN e
JOHNSON [13].

Teorema 2.1 (COURANT - FISHER): Seja A € M,, uma matriz hermitiana
com autovalores \y < Ay < ... < A\, e seja k um numero inteiro dado tal que

1<k<n. SeS éum subespaco vetorial de C™, entdo

xl Ax

n max T
S=k}  {z:0#£z€S} T T

)\k = mi
{S:dim



) 2T Ax
AL = max min -
{S:dimS=n—k+1}  {z:0#£z€S} Tt x

Definicao 2.2: Uma matriz hermitiana An,x, € chamada semidefinida positiva
se x*Ax > 0,Vx € C™.
A matriz laplaciana, que serd vista na proxima se¢ao, ¢ uma matriz simétrica e

semidefinida positiva, o que lhe garante uma importante propriedade estrutural.

2.3 Teoria Espectral de Grafos

Existem matrizes que podem ser associadas aos grafos. Destacamos a matriz de
adjacéncia, a matriz diagonal dos graus e a matriz laplaciana, que sao abordadas
neste estudo.

A matriz de adjacéncia A(G) = (aij)nxn de um grafo G = (V, E), com n vértices,
apresenta as entradas a;; = 1 se os vértices v; e v; sao adjacentes e, caso contrario,
Q5 = 0.

Observemos que, pela definicdo, a matriz de adjacéncia de um grafo G é uma
matriz real, simétrica e todos os seus autovalores sao reais e somam 0, uma vez que
o trago de A(G) é igual a 0.

Figura 2.2: Grafo G

A matriz de adjacéncia do grafo G da Figura 2.2 é

A(G) =

—_ = = O
— o O
— o O
[

O polindémio caracteristico da matriz de adjacéncia A(G), ou simplesmente, o

polinémio caracteristico de G é representado por pg(A). O espectro de G é o multi-



conjunto dos autovalores de A(G). Chamamos de indice de G o maior autovalor de
G, representado por A;.

A matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G = (V, E)) com n vértices,
denotada por D(G), é tal que dy; = d(v;),i = 1,...,n.

A matriz laplaciana L(G) (ou L) de um grafo G é a matriz L(G) = D(G)— A(G).

Segue, da definigdo acima, que L(G) é uma matriz simétrica.

A matriz laplaciana do grafo G da Figura 2.2 é

3 -1 -1 -1

1 2 0 -1
e =1_1 ¢ 2
1 -1 -1 3

O espectro do laplaciano de G, denotado por spectr(G), é representado por uma
matriz linha cujas entradas sdo todos os autovalores p; de L(G), dispostos em ordem
nao-crescente.

O espectro do laplaciano do grafo G da Figura 2.2 é
specty (G) = (4 4 2 O)

ou
spectr,(G) = (42 2 O) ,

onde o expoente representa a multiplicidade algébrica do autovalor 4.

Como L(G) é uma matriz semidefinida positiva, pelo Teorema 2.1, todos os seus
autovalores sdo maiores ou iguais a 0. Além disso, como a soma das entradas de
uma linha (ou coluna) qualquer de L é 0, entdao L.1 = 0 = 0.1. Portanto, o menor
autovalor de L, u,,, € igual a 0 e o vetor 1 é um autovetor associado.

O pentltimo autovalor (ou segundo menor autovalor) de L(G), pin—1, recebe o
nome de conectividade algébrica de G. A conectividade algébrica é apresentada no
proximo capitulo e é objeto de estudo deste trabalho. A partir de agora, representa-
mos a conectividade algébrica de um grafo G por a(G). O maior autovalor de L(G),
11, € chamado indice do laplaciano de G.

O Teorema abaixo nos fornece o espectro do laplaciano de um join de grafos.

Teorema 2.2 (MERRIS, [18]): Sejam G e Gy grafos com conjuntos disjuntos

de r e s vértices, respectivamente. Se spect(Gy) = (ul ,ur) e spectr(Gq) =
(1/1 . 1/8), entdo os autovalores de L(G1V Gy) saon =1r+5s; u1+S8, ..., r—1+S;
471, ..., vs1+1rel.

Prova: Sejam G =G VGo, 1 =2 ... Z o1 2 ppr =011 =2 ... 2051 21, =0
os autovalores de L(G1) e de L(G3), respectivamente. Segue que a matriz laplaciana
de G é



L(G) . L(Gl) + SHT _JT‘XS
B _JSXT L(G2) + T]Is .

Suponhamos que u seja um autovalor de L(G;) com um autovetor associado x
tal que 71 = 0. Como 0 é um autovalor de L(G;) tendo 1 como um autovetor

associado e a dimensao de L(Gy) é igual a r, temos que o complemento ortogonal de

1 possui 7 — 1 vetores. Consideremos o vetor w € R""* tal que w = ‘ ) . Entéo
L(G ]Ir “drxs
L(G)w _ ( 1) + S J X s
_JSX’/‘ L(GQ) + T]Is Os

_ (LG +sh)z) _ [L(G)z+sha) _ [px+ sz
B —Jsxr® 0, B 0,

) = (,U—FS)U),

pois 271 = 0 e p é um autovalor de L(G;) associado ao autovetor x. Logo, w é
um autovetor de L(G) associado ao autovalor pu + s. Logo, » — 1 dos autovalores
de L(G) sdo da forma p; + s, onde p; € specty(Gy), ¥V i= 1,... r -1, com um
autovetor ortogonal a 1. Procedendo de forma andloga com L(Gs), obtemos que
s — 1 autovalores de L(G) sao da forma v; + r, onde v; € specty(Gs), ¥V i= 1,... s -

1, com um autovetor ortogonal a 1. Além disso, 0 e r + s também sao autovalores

—rl, —rl,

1, 1,
de L(G) e o autovetor associado a r + s é ( § ) . De fato, L(G) ( i )

B L(Gy) + s, —Jrxs sl \ sL(G1)1, + s211, + 10,551
B ~Jer  L(Go) 4+ 7L ) \=r1, ] \ =T, — rL(Gy)1, — 11,1,

211, + rJrwsls 521, + srl, (r + s)sl, s1,
- 2 - 2 - =(r+s) ’
—8Joxrl, — 7711, —rsly —r°1, —(r+s)rl; —rl,
pois L(G1)1 = 0.1 e L(G2)1 = 0.1.
]
A seguir, destacamos o espectro laplaciano dos grafos G4 U Gy, G1 x Gy e G.
Proposicio 2.1 (CVETKOVIC et al., [6]): Sejam Gy e Gy grafos com con-

juntos disjuntos de r e s vértices, respectivamente. Se spect(G) = (Hl [LT)

e spectp (Gy) = (1/1 1/5), entao:
(i) os autovalores de L(G1 U Gg) S0 fi1, <.y flry V1, «ovy Vs;
(i) os autovalores de L(Gy x Go) sdo p; +v;,Vi=1,..,r,Vj=1,..s;
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(iii) spectr(Gy) = (7’ — 1 .. T — O), ser > 2.

Prova:

L(G 0
(i)Basta observarmos que L(G; U Gy) = ( (Gh)

e a prova segue de
0 L(Gg)) P &

forma andloga a do teorema anterior.

(i) Sejam G = (Vi, Ey) e Gy = (V,, Es). Rotulando o conjunto V; X V; em
ordem lexogréfica, obtemos que L(G; x Gs) = L(G1) @ Iy + I, ® L(Gy).

Consideremos os vetores z e w tais que z é autovetor de L(G;) e w é autovetor
de L(G3). Segue que L(Gy x Gy)(z @ w) = (L(G1) @ I; + [, ® L(G2))(2 @ w) =
L(G1)z@Lsw+1, 2@ L(G2)w = pz@uw+2@vw = pu(2Qw)+v(2Qw) = (u+v)(2Qw),
onde p é autovalor de L(G;) associado ao autovetor z e v é autovalor de L(Gs)
associado ao autovetor w.

O

(iii) Consideremos w; um autovetor de L(G;). Observemos que L(G;) = rl, —
Jrxr — L(G1). Segue que L(Gy)w; = (1L, — Jyup — L(G1))w; = rLaw; — Jpyrw; —
L(Gy)w; = rw; — 0 — pyw; = (r — p;)w;, onde u; é autovalor de L(G1) associado ao

autovetor w;, ¢ = 1,...,7 — 1. ]
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Capitulo 3
Conectividade algébrica

FIEDLER [8] denomina o segundo menor autovalor do laplaciano de um grafo
G de conectividade algébrica do grafo G. Ao citar que a conectividade algébrica de
um grafo é igual a 0 se, e somente se, o grafo é desconexo, FIEDLER [8] relaciona a
multiplicidade algébrica do autovalor 0, do laplaciano de um grafo, com a quantidade
de componentes deste grafo.

A conectividade algébrica a(G) esta associada a diversos invariantes de grafos,
tais como a conectividade de vértices, a conectividade de arestas, o grau minimo,
entre outros. Neste capitulo, buscamos reunir alguns resultados presentes na lite-
ratura sobre a conectividade algébrica, em particular, um que a relaciona com os

demais trés invariantes citados.
Para mais referéncias sobre o assunto, indicamos ABREU et al. [2], ABREU [1]
e KIRKLAND et al. [15].

Proposicao 3.1 ( FIEDLER, [8]): Se G e Gy sdo grafos disjuntos em

arestas com o mesmo conjunto de vértices entao
G,(Gl) + G(Gg) < a(Gl + GQ)

Prova: Observemos que L(G; + G2) = L(G1) + L(G3) — L(G1 N G2).Como, por
hipétese, G e Gy sao disjuntos em arestas, temos que L(G1+ G3) = L(G1) + L(Gs).

Pelo Teorema 2.1, segue que
a(Gy + Ga) = mingewa” (L(Gy) + L(Gy))z

= mingew (#7 L(G1)x + 27 L(G2)x) = mingewx” L(G1)x + mingewax” L(Go)x
= a(G1) + a(Gy),

onde W é o conjunto de todos os vetores z tais que v72z =1 e 271 = 0.
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Corolario 3.2 ( FIEDLER, [8]):Se G1CGy e G1 e Gy tém o mesmo conjunto
de vértices, entao

a(G1) < a(Gy).

Prova: Sejam G1CGy e GCGy tal que G é o grafo complementar de Gy em
relacdo a Gy. Desta forma, Gy + G| = G,. Pela Proposicao 3.1., obtemos

a(G1) + a(GY) < a(Gy).

Como a(G)) = 0, segue que a(Gy) < a(Gy).
[
Proposigao 3.3 ( FIEDLER, [8]):Sejam G um grafo e Gy obtido a partir de

G pela remocao de k vértices de G. Entdo
a(Gy) = a(G) — k.

Prova: Suponhamos que G tenha n vértices e que G seja obtido a partir de G
pela remocao de um vértice u,,. Consideremos um grafo G obtido ao adicionarmos
em G todas as arestas incidentes a u,, que faltam em G.

Observemos, entao, que cada vértice de GG; tem o seu grau aumentado em uma
unidade em (5, onde sdo adjacentes a u,. Da mesma forma, como o vértice u,, é
adjacente a todos os vértices em (g, consequentemente, o grau de u,, é igual a n —1

em (5. Logo, a matriz laplaciana de G5 é

() = (L(Gl) + 10 —1T> |

-1 n—1

Seja x um autovetor de L(G;) correspondente ao autovalor a(Gi), ou seja,
L(Gy)r = a(Gy)x. Entao, z L 1 e, portanto,

B e O et

a(Gy)x +x x
— ( ; ) = (a(G1) +1) (0).

Dal, temos que a(G;) + 1 é um autovalor de L(G3) diferente de zero. Logo, por
definicdo, a(G2) < a(G1) + 1. Do Corolario 3.2., temos

a(G) < a(Ge) = a(G) < a(Gr) + 1= a(G) — 1 < a(Gy) = a(Gh) =2 a(G) — k

para k = 1. Repetindo o mesmo processo, ao retirarmos, sucessivamente k vértices,

13



obtemos o resultado desejado.
[
Proposigao 3.4 ( FIEDLER, [8]):Sejam G = (V, E) um grafo e 6(G) o grau

minimo de G. Entdo
a(G) < (n/(n —1))0(G) < 2|E[/(n —1).

A préoxima proposicao relaciona a conectividade algébrica de um grafo com o seu
indice do laplaciano p;(G) e é utilizada nos resultados seguintes.
Proposigao 3.5 ( FIEDLER,[8]): Se G1CGy e A(Gy) representa o grau md-

ximo de G, entdo:

(i) a(Gy) < p1(Gy) e a(Gh) = pu1(Gy) se, e somente se, Gy = K, ou G; é um grafo

vazio;
(i) p1(G1) < pa(Ga);

(ili) (n/(n — 1))A(GY) < ua(Gh) < 2A(G)

Como consequéncia da Proposicao 2.1, temos que se G é um grafo com n > 2

vértices, entao a conectividade algébrica do seu complementar é
a(G) =n — m(G),

onde 1(G) é o indice do laplaciano de G.
A proposicao a seguir nos fornece a conectividade algébrica do grafo K.
Proposigao 3.6 ( FIEDLER, [8]):Se K,, € o grafo completo comn > 2 vértices

entao

Prova: Como a(K,) =n — u1(K,) e u1(K,) = 0, segue que a(K,) = n.
Proposigao 3.7 ( FIEDLER, [8]):Se 6(G) € o grau minimo de G, entdo
a(G) = 20(G) —n+2.

Prova: Aplicando a Proposicao 3.5, que relaciona o grau maximo e o indice

laplaciano de um grafo, ao grafo complementar G, obtemos
w(G) < 2A(G) = n—a(G) < 2A(G) = n—a(G) < 2(n —1-46(Q))

= —a(G) <n—2-20(G) = a(G) 226(G) —n+2. O
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Proposigao 3.8 ( FIEDLER, [8]): Seja G um grafo com n vértices contendo

um conjunto independente de m vértices. Entdo
a(G) < n—m.

Prova: Se G contém um conjunto independente de m vértices entdo G contém
um subgrafo isomorfo ao grafo completo K,,. Como pui(K,,) = m, temos, pela
Proposicao 3.5, que p(G) = m. Logo, a(G) =n — 11 (G) < n —m.

O

A proposicao que segue nos fornece um limitante superior para a conectividade
algébrica de um grafo nao completo, em fun¢do do seu niimero de vértices.

Proposicao 3.9 ( FIEDLER, [8]):Se G € um grafo ndo completo com n vértices
entao

a(G) < n—2.

Prova: Como G nao é completo, existem pelo menos dois vértices que nao sao
adjacentes em G; logo, estes dois vértices formam um conjunto independente em G.
Da Proposicao 3.8, obtemos que a(G) < n — 2.

m

Proposigao 3.10 ( FIEDLER, [8]):Se K,,, representa o grafo bipartido com-

pleto, com p vértices em um conjunto e q vértices no outro, entdao
a(Kp,q) = min{p, q}.

pa) = 11 (K ,), segue

que n — a(Kpg) = max{p(Ky,), m(Ky)} = maz{a(K,),a(K,)} = mal’{p, qt =
a(K,,) = n —max{p,q} = min{p,q}, pois p+ ¢ =n . Logo, a(K,,) = min{p, q}.
]

Observemos que, como K,, = K, V K,, sua conectividade algébrica pode ser

Prova: Como (K, ,) = max{u(K,), ui(K,)} e n—a(K

obtida diretamente da Proposicao 2.1.
Proposicao 3.11 ( FIEDLER, [8]): Sejam G = (V,E),V = V3 U Vy uma
particao de V e G; o subgrafo de G induzido por V;, i = 1, 2. Entdo

a(G) < min{a(Gy) + |Va|, a(G2) + [V41}.

Prova: Temos que G (respectivamente Go ) é obtido a partir de G pela remocao

de |V,| (respectivamente |V;]) vértices de G. Entéao, pela Proposicao 3.3,

a(G) < a(Gy) + V2
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a(G) < a(Gs) + V4.

Logo, a(G) < min{a(G1) + |V, a(G2) + [Va[}.
O
O teorema abaixo relaciona a conectividade algébrica e a conectividade de vér-

tices de um grafo nao completo.
Teorema 3.1 ( FIEDLER, [8]): Seja G um grafo nio completo. Entao

a(G) < k(G).

Prova: Sejam G = (V, E) e V; um corte de vértices tal que Vo =V —Vj #£ )
(isto 6, V=ViUVa e VNV, =0). Se G;,i = 1,2, é o subgrafo induzido por V;,
segue da Proposicao 3.11 que

a(G) < minf{a(Gy) + [Val, a(G2) + [V} < a(Ga) + [Vi] = [VAl,

pois Go é desconexo, por defini¢ao. Logo, a(G) < k(G).
O
Considerando o Teorema 3.1 e as relacoes vistas na se¢ao Teoria de Grafos, temos

que se G é um grafo nao completo, entao

A seguir, exibimos a Tabela 3.1 (FIEDLER, [8], ABREU, [1]) com os valores das

conectividades algébrica, de vértices e de arestas de alguns grafos conhecidos.

Tabela 3.1: Os valores de a(G), k(G) e £'(G) de alguns grafos G conhecidos, com n
vértices.

Grafo GG a(@) K(G) K (Q)
Grafo completo K,,,n > 2 n n—1 n—1
Caminho P, 2(1 —cos(m/n)) |1 1

Ciclo C, 2(1 —cos(2m/n)) | 2 2

Grafo bipartido completo K, , | min{p, ¢} min{p, q} | min{p, ¢}
Estrela K 4,q > 1 1 1 1

Cubo m-dimensional 2 m m

Grafo de Petersen 2 3 3

Alguns grafos sao resultantes de operagoes realizadas sobre outros grafos. A
partir destas operacgoes, podemos determinar ou limitar a conectividade algébrica

destes grafos. A Tabela 3.2 (ABREU, [1]), exibida a seguir, retine relagoes entre
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a(G) e a(G;), onde G; é o grafo obtido a partir de alguma operagao realizada sobre

G.

Tabela 3.2: Relacoes entre a(G) e a(G;).

Operagoes em G Relagoes entre a(G) e a(G;)
Remocgao de uma aresta de G a(Gy) < a(G)

Remocao de k vértices de G a(G) < a(Gy) + k

Adigao de uma aresta a G a(G) < a(Gy) < a(G) + 2
Unido de arestas G = G1 + G a(G1) + a(Gs) < a(G)
Produto Cartesiano G = G x Gy | a(G) = min{a(G1),a(G2)}

Existem na literatura (ABREU, [1]) limitantes para a conectividade algébrica
relacionados a determinados invariantes de um grafo, como o didmetro, o niimero de
independéncia maximal, entre outros. Por exemplo, dado um grafo G' com n vértices,

temos que < a(G) e, se G é ndo-completo, temos que a(G) < n — a(G).

4
diam(G)n

KIRKLAND et al. [15] caracterizam os grafos cujas conectividades algébrica e
de vértices coincidem e que, consequentemente, apresentam conectividade algébrica
inteira. Este resultado é apresentado a seguir e sera utilizado nos resultados obtidos
neste trabalho.

Teorema 3.2. (KIRKLAND et al., [15]): Seja G um grafo conexo, ndo-
completo, com n vértices. Entio k(G) = a(G) se, e somente se, G puder ser escrito
como G1V Gg, onde Gy é um grafo desconexo com n— k(G) vértices e Gy é um grafo
com k(G) vértices tal que a(Gs) = 2k(G) — n.

Prova: Suponhamos que k(G) = a(G). Ao retirarmos x(G) vértices do grafo G,
obtemos o subgrafo G; = H;U Hy desconexo, com n— k(G) vértices, e o subgrafo G
induzido pelos k(G) vértices retirados de G. Consideremos L(Hy), L(Hy) e L(G3)
as matrizes laplacianas de H, ,Hy e G, respectivamente; Dy, Dy e D3 as matrizes
diagonais que acrescentam aos graus dos vértices de Hy, Hs e (9, as relacoes de
adjacéncia entre os vértices de Hy e os de (G5, entre os vértices de Hy e os de Gy
e entre os vértices de G e os de H; U H,, respectivamente; e X e Y as matrizes
que representam as relacoes de adjacéncia entre os vértices de H; e os de Gy e
entre os vértices de Hy e os de G, respectivamente. Podemos, entao, ao permutar

simultaneamente as linhas e as colunas da matriz laplaciana de G, obter

L(H,) + Dy 0 -X
—XT YT L(Gs) + D3

Se H; tem nj vértices e Hy tem ny vértices entdo ny + ny = n — k(G) vértices.
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Seja w! = (nglmT —nq1,,7 OT) . Observemos que

ni

w'l = (n1,” —mi1," 07)| L, | =mnina—nny+0=0.

| e

Além disso, w! L(G)w =

L(Hl) + D1 0 X n21m
(n21,, " —mil,,” 0O7) 0 L(H,) + D, -Y —mi1,,
—XT —YT  L(G,) + D 0

ngL(Hl)lnl + nQDl]-nl
= (nglan —n11n2 —nlL(H2)1n2 — n1D21n2
—ngXTlm + n1YT1n2

Como L(H,)1,, =0,, e L(H3)1,, = 0,,, temos que

n2D11n1
wTL(G)w = (nglan —Nn 1n2T OT) —n1D21n2
—anTlnl + n1YT1n2
=ny°1,, " D11, +n1%1,," Ds1,,. (3.1)

As matrizes diagonais Dy e Dy apresentam entradas, no méaximo, iguais a k(G)
(caso em que todos os vértices de H; ou de H, sdo adjacentes a todos os vértices de

(). Segue que

wh L(GYw < ny®nik(G) + ni’nak(G) = £(G)(n2’ny 4+ ni?ng) = k(G)wlw, (3.2)
pois

n21n1
T,, _ T T T _ 2 T 2 T
w w = (n21n1 —n11n2 0 ) —N1 1n2 = N2 1n1 1n1 + 1y 1'n2 1n2

0

2 2
= N9 Ny + N1 No.

Por outro lado, como w?'1 = 0, segue do Teorema 2.1 que

a(G)w'w < w' L(G)w.
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Portanto, como x(G) = a(G) por hipétese, temos que

pela equagao (3.2). Dali,

w! L(GYw = k(G)w'w = Dy = k(G)1,,

DQ = H(G)L—m

Logo, G = G V G5, onde Gy = H; U Hy é um grafo desconexo. Desta forma,

(3.3)

L(G) = (L(G1) + £(G)—r(e) —Jn—r(@)xx(c) ) |

—Ju@xm-r@)  L(G2)+ (n— K(G))lq)

Logo,
a(G) = min{|V(Ga)| + a(G), IV (G1)| + a(Ga)} = min{x(G),n — K(G) + a(Gs)},
pois G é desconexo. Como k(G) = a(G), por hipdtese, segue que

k(G) < n—k(G) + a(G2) = a(Ga) = 26(G) — n.

Reciprocamente, suponhamos que G' = G V G5, onde G é um grafo desconexo
com n — k(G) vértices e Gy é um grafo com k(G) vértices satisfazendo a(Gs) >
2k(G) — n. Consequentemente L(G) possui a forma da matriz (3.3) e a(G) =
min{k(G),n — k(G) + a(G2)}. Como, por hipétese, a(Gs) > 2k(G) — n, segue que
k(G) < n— k(G) + a(G2). Logo, a(G) = k(G).

O

A Figura 3.1 representa um grafo G que satisfaz as condigdes do Teorema 3.2.,
onde G = G1 V Gg, com k(G) = 3,G; = 2K, e Gy = K3. Segue que G; é um
grafo desconexo com n — k(G) vértices e Gy é um grafo com x(G) vértices tal que
a(Gq) = 2k(G) — n.

A seguir, transcrevemos a discussao sobre as hipéteses do Teorema 3.1. realizada
por KIRKLAND et al. [14].

A condicao do grafo G poder ser escrito como G; V Gg de forma que Gy, por
exemplo, seja um grafo desconexo com n — k(G) vértices é uma condigao da teoria
de grafos. Para decidirmos se o grafo (G satisfaz esta condi¢ao e, em caso afirmativo,
determinarmos k(G) e os grafos Gy e GGy, analisamos, em primeiro lugar, o seu com-
plementar G. Como o complementar de um join é um grafo desconexo, entdo se G

for conexo, GG nao pode ser um join de grafos. Caso GG seja desconexo, consideremos
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Figura 3.1: G =2K;V K3

suas componentes Hy, ..., H;. Como o complementar da uniao dos Hs, i =1,...,t, é
um join dos complementares dos Hs, Vi = 1,...,t, temos que a tnica possibilidade
para GG é ser um dos E’s. Portanto, se cada H; for conexo, entdo G nao sera
desconexo e, consequentemente, GG nao satisfard a condicao da teoria de grafos. Por
outro lado, se houver algum H; desconexo, basta escolhermos o que possui o maior
nimero de vértices para ser o G; e, consequentemente, G5 sera o subgrafo induzido
pelos vértices de G que nao estao em (G e, desta forma, G; serd desconexo com
n — k(G) vértices e a condi¢ao da teoria de grafos estard satisfeita.

Agora, suponhamos que G satisfaz a condigdo da teoria de grafos, ou seja, G =
G1 V Go, onde Gy é desconexo e possui n — k(G) vértices. A condigao a(Gq) >
2k(G) — n é uma condigdo da teoria espectral de grafos. Se k(G) < n/2, entdo
2k(G) —n < 2(n/2) —n = 0 = a(Gy) > 0 e, portanto, a condi¢ao espectral é
satisfeita trivialmente. Por outro lado, se kK(G) > n/2, temos que calcular o valor de
a(Gy) ou utilizar limitantes conhecidos para a(Gz) para comparar a(Gz) e 2k(G) —n.
Se, por exemplo, 0(G2) < 2k(G) — n, entdo a condigao espectral nao serd satisfeita,
uma vez que a(G) < 0(G) para todo grafo G. Observemos que se fixarmos x(G)
e fizermos o nimero n de vértices crescer, entao a condicao espectral tende a ser
satisfeita. Assim, se Gy tiver x(G) vértices, entao k(G V Gs) = a(Gy V G2) para

todo grafo desconexo GG; com, no minimo, x(G) — a(Gs) vértices.
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Capitulo 4

Grafos com conectividade

algébrica inteira

Neste capitulo, investigamos grafos cuja conectividade algébrica é um ntmero
inteiro e procuramos compara-la com a sua conectividade de vértices.

Como a(G) = 0 = k(G) se, e s6 se, G é desconexo, de agora em diante s
consideramos grafos conexos.

Iniciamos nosso estudo com grafos que possuem todos os autovalores laplacianos

inteiros.

4.1 Grafos laplacianos integrais

Um grafo G ¢ dito laplaciano integral quando todos os seus autovalores laplaci-
anos sao numeros inteiros. Na literatura, grafos assim sao encontrados a partir de
grafos que apresentam determinadas caracteristicas, como podemos ver em FREI-
TAS et al. [9], GRONE et al. [10] e MERRIS [17].

Dentre os grafos laplacianos integrais, podemos citar K,,n € Ne K, ,,p,q € N.

Observemos que para G; = Ky 3, temos a(G1) = 2 = k(G1), mas para Gy = Cs,
temos a(Gy) = 1 < 2 = k(G2), o que mostra que nem todo grafo laplaciano integral
G satisfaz a(G) = k(G). Vamos, entao, investigar o que ocorre em algumas classes

especiais de grafos laplacianos integrais.

4.1.1 Grafos threshold

Nesta se¢ao, examinamos os grafos threshold, que, como veremos a seguir, sao
laplacianos integrais. Mais adiante, apresentamos proposicoes acerca dos grafos
threshold, onde uma delas se refere a igualdade entre as conectividades algébrica e

de vértices destes grafos.
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Os grafos threshold foram descobertos de forma independente por estudiosos de
diferentes areas como Teoria dos Grafos, Psicologia, Ciéncia da Computagao, Aloca-
¢ao de Recursos, entre outras, e sao utilizados em diferentes aplicagoes (MAHADEV,
PELED, [16]).

Os grafos threshold podem ser definidos (MAHADEV, PELED, [16]) através de
um procedimento recursivo que utiliza qualquer um dos passos abaixo, em qualquer

ordem e em uma quantidade arbitraria de vezes:
e Adicione um vértice isolado (K );

e Adicione um vértice dominante em relagao aos demais vértices inseridos ante-

riormente a ele ( chamaremos estes vértices de vértices dominantes por etapa).

A Figura 4.1 ilustra um grafo threshold obtido através do procedimento descrito.

SLe e 8 e 5

Figura 4.1: Grafo threshold

A partir da definicdo acima, para decidirmos se um dado grafo G conexo é
threshold, basta utilizarmos o procedimento recursivo (MAHADEV, PELED, [16])
descrito abaixo:

Sendo G conexo entao, para que seja threshold, é necessario que possua pelo
menos um vértice dominante. Ao retirarmos um vértice dominante, G deve resultar
em uma unica componente H com |V(H)| > 2 e possivelmente alguns vértices
isolados. Além disso, G é um grafo threshold se, e somente se, H é um grafo
threshold. Dai, basta verificarmos se H é threshold.

Uma forma de representar um grafo threshold, com n vértices, baseada no pro-
cedimento recursivo utilizado para a sua construgao, é considerar uma sequéncia de
dimensao n, cujas entradas sao iguais a 0, caso o vértice inserido for isolado, ou 1,
caso o vértice inserido for um vértice dominante por etapa, sendo a primeira entrada
igual a 1.

Por exemplo, a representacao binaria do grafo threshold da Figura 4.1.

101011.

MERRIS [18] caracteriza os grafos threshold como grafos que nao contém sub-
grafos induzidos isomorfos a um dos trés grafos proibidos: 2K, = Ky U Ky, C4 ou
Py.
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A seguir, apresentamos uma defini¢do e um lema (MAHADEV, PELED, [16])
que sao necessarios para a caracterizacao dos autovalores laplacianos dos grafos

threshold.

Sejam ay, ..., a, nimeros inteiros nao negativos. Definimos a;* = |{a; : a; > j}|,
j=1,2, ..
Dizemos que a sequéncia ai*,as",... ¢ a sequéncia conjugada da sequén-

cia ai,as,...,a,. Por exemplo, 7, 5, 5, 3, 1, 1 é a sequéncia conjugada de
6,4, 4,3, 3,1, 1. Observemos que a quantidade de termos diferentes de 0, na sequén-
cia conjugada, é finita, pois, pela defini¢ao, a;* = 0,Vj > max{a;,i = 1,...,n}.
Escrevendo os a;’s em ordem nao crescente, ou seja, a; > ... = a,, definimos o
Diagrama de Ferres correspondente a aq, ..., a,, que é formado por n linhas de blocos,
onde a i-ésima linha consiste de a; blocos, © = 1,...,n. Se a; = 0, a i-ésima linha
nao é representada. Por exemplo, o diagrama de Ferres correspondente a sequéncia

de graus 5, 5, 4, 3, 3, 2 do grafo da Figura 4.1 é ilustrado pela Figura 4.2.

0
0

OO0 O0dmno
OoOdodmn
I R A

0 O O

Figura 4.2: Diagrama de Ferres

Observemos que a;* corresponde a quantidade de blocos na i-ésima coluna do
diagrama de Ferres, i = 1,...,n. Consequentemente, temos que se a;*,ax*, ... é a
sequéncia conjugada de ay, as, ..., a, entao > a; = > a;”.

O proximo teorema exibe os autovalores laplacianos de um grafo threshold G,
mostrando que ele é laplaciano integral e, para provar este fato, é utilizado o Lema
4.1 a seguir.

Lema 4.1 (MAHADEV, PELED, [16]): Seja G um grafo com V(G) =
{1,...,n}. Sejad; > ... > d, a sequéncia de graus de G e suponha d; = n - 1. Sejam
H=G-1eL(G)eL(H) as matrizes laplacianas de G e H, respectivamente. Entao
n € um autovalor de L(G). Além disso, se g, ..., pin—1, n € 0 sao 0s autovalores de
L(G), entao os autovalores de L(H) sao pa — 1, ..., 1 — 1 € 0.

ﬁ 1A(G) < p1(G) < n (ABREU et al., [2]), segue que 11 (G) =

Prova: Como
n
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Além disso, observemos que

—1 —17
Le =" nol
1,1 L(H)+1L,
e, portanto,

L(G) + 7, = ( " 0y ) |

Onfl L(H> + Jnfl + ]Infl

Temos, entdo, que os autovalores de L(G) + J,, sdo pa, ..., ft,—1 € n com multipli-
cidade 2.
De fato, se p; # 0 é autovalor de L(G) com autovetor associado v;, com v; L

1,i=1,...n—1, entdo L(G)v; = pv; e J,v; = 0v;. Logo,
(L(G) + Jn)vi = piv;.

Além disso,

(L(G)+J,)1 = L(G)1 +J,1 =nl.

Portanto, os autovalores de L(H) 4 J,_1 + L,_1 sdo ua, ..., ttn—1 € n. Consequen-
temente, os autovalores de L(H)+J,_1 880 o —1, ..., i1 — 1 e n— 1. Segue, entdo,
que os autovalores de L(H) sao ps — 1,..., i1 — 1 € 0.

O

Observemos que se dy, ..., d, e di*,d>",...,d,” sdo a sequéncia de graus de um
grafo e a sua conjugada, entdao 0 < dy,...,d, < n—1e0 < d",dy",...,d," < n.
No teorema a seguir, vemos que se di, ..., d, é a sequéncia de graus de um grafo
threshold, entdao d,*, ds*, ..., d,,* sdo os autovalores do laplaciano deste grafo. Notemos
que, neste caso, a sequéncia de graus e a sua conjugada possuem a mesma quantidade
n de termos, correspondente ao nimero de vértices do grafo. Os termos iguais a zero
sao escritos nas duas sequéncias, uma vez que representam, eventualmente, o grau
de um vértice e um autovalor do laplaciano do grafo, respectivamente.

Teorema 4.1 (MAHADEV, PELED, [16]): Sejam G um grafo threshold
com V(G) ={1,...,n}, L(G) sua matriz laplaciana e dy, ..., d,, a sequéncia de graus
de G. Entao d,”,...,d,," sao os autovalores de L(G).

Prova: Provaremos este teorema por indugao sobre o niimero n de vértices do
grafo G. Paran = 1, G = Kj e o resultado segue trivialmente. Suponhamos que
a afirmacao seja verdadeira para grafos threshold com, no maximo, n — 1 vértices
e consideremos um grafo threshold G' com n vértices. Como um vértice isolado
contribui com um 0 para a sequéncia de graus e para os autovalores laplacianos,
assumiremos G conexo. Por defini¢ao, G possui, pelo menos, um vértice dominante,

que rotularemos como 1. Sejam H = G — 1, L(H) a sua matriz laplaciana e
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[y ooy fin—1 € i, = 0 0s autovalores de L(G). Pelo Lema 4.1, n é autovalor de L(G)
e os autovalores de L(H) sao ps — 1,...,p,—1 — 1 ¢ 0. Como k vértices isolados
inseridos em um grafo acrescentam k zeros tanto na sequéncia de graus quanto nos
autovalores laplacianos deste grafo, entao, se os autovalores laplacianos de um grafo
sao obtidos a partir da sequéncia conjugada da sua sequéncia de graus, isto ainda
ocorrera se inserirmos alguns vértices isolados neste grafo. Se H é um grafo vazio, o
resultado segue trivialmente e se H é um grafo threshold composto por uma tnica
componente com, no minimo, dois vértices e, possivelmente, por alguns vértices
isolados, pela hipotese de inducao temos que ps — 1, ..., 4,1 — 1, 0 é a sequéncia
conjugada da sequéncia de graus de H, que é ds — 1, ..., d,, — 1. Como pu; =n e d;
=n—1, temos que p1, ..., 4y—1, 0 é a sequéncia conjugada da sequéncia de graus de
G dada por dy, ..., d,.
O

Além da condigao necessaria dada pelo Teorema 4.1., o teorema abaixo também
apresenta a condigao suficiente:

Teorema 4.2 (MAHADEV, PELED, [16]): Sejam G um grafo conexo com
V(G) ={1,...,n}, L(G) sua matriz laplaciana e dy, ..., d,, a sequéncia de graus de
G. Se dy*,...,d,," sao os autovalores de L(G) entio G € um grafo threshold.

Com o objetivo de verificar a relacao entre a conectividade algébrica e a de
vértices para os grafos threshold conexos, apresentamos a seguir nosso primeiro re-
sultado que prova que, para estes grafos, a conectividade de vértices e o grau minimo
coincidem.

Proposigao 4.1: Se G € um grafo threshold conexo com n vértices entdo

Prova: Provaremos esta proposi¢ao utilizando a representacao binaria do grafo
threshold.

Se G = K, entao a sua representacao binaria é dada por n entradas iguais a
1: 1..1. Observemos que, se retirarmos os ultimos n — 1 vértices inseridos (que
correspondem as ultimas entradas iguais a 1), G se reduz a um unico vértice. Logo,
K(G)=n—1=0(G).

Se G # K, entao GG possui, pelo menos, um vértice inserido isoladamente apds
a primeira etapa da construcao de G. Logo, a sua representacao binaria é 1...0...1
(observe que a ultima entrada deve ser igual a 1 para que G seja conexo). Se reti-
rarmos todos os vértices inseridos apds o ultimo vértice inserido isoladamente ( que
correspondem as entradas apés o ultimo 0 da sequéncia, o qual representa o tltimo

vértice inserido isoladamente), estaremos retirando todos os vértices dominantes de
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G e desconectando G. Logo, x(G) é igual a quantidade de vértices dominantes de
G. Por outro lado, 6(G) também é igual a quantidade de vértices dominantes de G,
pois qualquer outro vértice que tenha sido inserido isoladamente antes do ultimo,
apresenta seu grau maior ou igual ao deste, uma vez que pode ser adjacente a algum
vértice dominante por etapa. Portanto, k(G) = 0(G).
m
Provaremos, agora, que grafos threshold conexos e nao- completos apresentam
as conectividades de vértices e algébrica iguais.
Proposicao 4.2: Se G é um grafo threshold conero com n vértices, nao-

completo, entdo

Prova: Seja G um grafo threshold conexo nao-completo. Entdao G pode ser
escrito como G V Gy, onde G5 é induzido pelos vértices dominantes em G e Gy,
pelos demais vértices, e k(G) = |V(G2)| (como pode ser observado na prova do
resultado anterior). Logo, G possui n — k(G) vértices e é desconexo. De fato,
como G nao é completo, a sua representacao binaria é da forma 1...0...1. Como
(G ¢ induzido pelos vértices que foram inseridos isoladamente ou dominantes por
etapa, segue que os vértices que induzem G, correspondem as primeiras entradas da
sequéncia até o ultimo 0, garantindo a desconexidade de Gf.

Em relagdo a Ga, vimos que x(G) = |V(G2)|. Além disso, como G é completo,

temos que a(Gz) = |V (G2)| < n, pois G nao é completo. Dai,
a(Gy) <n = a(Gy) > 2a(Gs) —n = a(Gs) > 2k(G) — n = a(Gy) = 2k(G) — n,

pois a(G) = |V(G2)| = k(G). Logo, pelo Teorema 3.2, segue que x(G) = a(G).
[

Corolario 4.1: Se G € um grafo threshold, nao-completo, entdao

Prova: Segue imediatamente das Proposicoes 4.1 e 4.2.

4.1.2 Cografos

Nesta secao, buscamos reunir alguns conceitos e resultados encontrados na li-
teratura a respeito dos cografos e, em seguida, estabelecemos a proposicao citada
anteriormente.

Os cografos aparecem na literatura citados por diversos autores desde 1970. En-
tre as definigdes encontradas, destacamos SUMNER [21], que se refere aos cografos

como Hereditary Dacey Graphs ou HD-graph, caracterizando um grafo G como um
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HD-graph se, e somente se, nao contiver um caminho de comprimento 3 como sub-
grafo induzido, ou seja, se nao contiver P, como subgrafo induzido.

JUNG [14] menciona cografo como D-graph ou D*-graph e o define da seguinte
forma: Um grafo G é um D-graph (D* - graph) se, para cada caminho em G com
arestas {vy, v}, {ve, v3}, {vs, 04}, 0 grafo G também contém a aresta {vi,v3} ou
{vg,v4} ou {vy,v4}.

CORNEIL et al. [5] se referem aos cografos ou complement reducible graphs como
a familia dos grafos que podem ser reduzidos a vértices isolados através da opera-
¢ao da complementacao realizada de forma recursiva sobre todos os seus subgrafos
conexos, como segue:

Definicao 4.1 (CORNEIL et al., [5]): Um cografo é definido recursivamente

da seguinte forma:

e O grafo K; é um cografo;
e Se GGy, ..., G sao cografos entdao a uniao G U ... U G também é um cografo;

e Se G ¢ um cografo entao o seu complementar G também ¢é um cografo.

Com base na defini¢ao acima, podemos observar que todo cografo conexo é um
join de cografos. Portanto, os cografos sao obtidos a partir do grafo K; através de
um numero finito de operacdes de uniao e de join de cografos.

A Figura 4.3 representa o cografo Ky V Cj.

Figura 4.3: Join de K5 com Cj

Os cografos sao representados (CORNEIL et al., [5]), de forma tnica, por uma
arvore denominada co-arvore ou cotree, na qual as operacoes de unido e de join
realizadas na construcao do cografo estao evidenciadas e cujas folhas representam
os vértices do cografo.

A co-arvore pode ser descrita da seguinte forma (CORNEIL et al., [5]):

e A raiz e os vértices internos (ou nds internos) da co-arvore representam as
operacoes de uniao e de join, que sao rotuladas por 0 e 1, respectivamente.

Observemos que a raiz da co-arvore de um cografo conexo é rotulada por 1;
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e As folhas da co-arvore representam os vértices do cografo;

e Cada vértice interno w da origem a um subgrafo do cografo induzido pelas
folhas do ramo determinado por w. Representaremos por G, o subgrafo do

cografo G induzido pelas folhas do ramo determinado por w;

e Cada vértice interno possui, no minimo, dois vértices filhos (ou nés filhos),

onde, no maximo, dois sao vértices internos;

e Todos os vértices internos presentes em cada caminho na co-arvore, da raiz
até as folhas, se alternam entre 0 e 1, ou seja, os vértices filhos de um vértice
interno, rotulado por 1, sdo rotulados por 0 e, os vértices filhos de um vértice

interno, rotulado por 0, sao rotulados por 1;

e Dois vértices v; e vy, do cografo sdo adjacentes se, e somente se, o ancestral

mais proximo comum aos dois vértices, na co-arvore, for rotulado por 1.

Nas Figuras 4.4 e 4.5, estao representados cografos com as suas respectivas co-

arvores e os subgrafos gerados pelos nos internos.

b c
d e
G c
Wy 4 B Wy [ ] = w, a
[ ] d
© [ ]
b b

Figura 4.4: Cografo sem vértice dominante e sua co-arvore

Existem algoritmos que reconhecem um cografo e constroem a sua respectiva co-
arvore. Em BRETSCHER et al. [4], podemos encontrar um algoritmo que recebe
um grafo G como entrada e, se GG for um cografo, gera como saida a sua co-arvore.

Caso G nao seja um cografo, o algoritmo fornece um subgrafo induzido de GG isomorfo
a P4.
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e b e

Figura 4.5: Cografo com vértice dominante e sua co-arvore

A seguir, apresentamos algumas caracterizacoes de cografos.

Teorema 4.3 (CORNEIL et al., [5]): Todo subgrafo induzido de um cografo
¢ um cografo.

Prova: Sejam G(V, E') um cografo com n vértices e T' a sua co-arvore. Se n < 3
entdo o teorema esta provado. De fato, se n = 1 entao G = K; é o tnico subgrafo
induzido de G, o qual é um cografo, por definicdo. Se n = 2 entao os tinicos subgrafos
induzidos de G sao o K; e GG, que sao cografos.

Suponhamos, entao, que n > 3. Como qualquer subgrafo induzido de um grafo
pode ser obtido pela remocao dos vértices um a um, basta provarmos que a remocao
de um unico vértice de um cografo resulta em um cografo. Sejam v; € V(G) e G’
= (G — v;. Temos que G’ é um cografo se, e somente se, existir uma co-arvore T’
associada a ele.

Para construirmos 7", consideremos o vértice interno w tal que v é seu vértice

filho em T e analisemos os dois casos a seguir ilustrados pelas Figuras 4.6 e 4.7:

e Se w possui mais de 2 vértices filhos, a co-arvore T” é obtida pela remocao da

folha vy em T

e Se w possui exatamente dois vértices filhos, v; e v, entao:

o Se vy é uma folha, a co-drvore T” é obtida pela remocao de w e vy de T e
pela ligacao de v, ao vértice pai de w;
o Se vy nao é uma folha, a co-arvore 7" é obtida pela remocao de w, vy e vy

de T e pela ligacao de todos os vértices filhos de v, ao vértice pai de w. O
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Figura 4.6: Construcao da co-arvore T’ a partir da co-arvore T.

T ’ T '
| o /KU
v, v,
T ’ T
w I® @
v, v

Figura 4.7: Construgao da co-arvore T’ a partir da co-arvore T.
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Teorema 4.4 (SEINSCHE, [20]): Dado um grafo G = (V, E) com n vértices,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. G nao contém um P, como subgrafo induzido;

2. O complementar de qualquer subgrafo induzido conexo nao trivial de G ¢

desconexo.

Prova: (2) = (1): Suponhamos, por absurdo, que G contenha um subgrafo
induzido conexo isomorfo a P;. Como o grafo complementar de P, é isomorfo a Py
que, por sua vez, é conexo, temos uma contradicao.

(1) = (2): Suponhamos, por contradigao, que existe V' C V induzindo um
subgrafo conexo nao trivial C' de G cujo complementar C' também é conexo. Con-
sideremos também que V' possui tal propriedade com o menor niimero possivel de
vértices. Se vy € V' entdao V' — {v1} induz um subgrafo nao trivial de G que é
desconexo ou cujo complementar é desconexo. Se necessario, basta trocarmos os
papéis de G e de G de forma que V' — {v;} induza um subgrafo nio trivial de G
que é desconexo.

Como C' é conexo, existe um vértice vy € V' — {v;} adjacente a v; em C. Como
V' —{v1} induz um subgrafo ndo trivial de G' que é desconexo, consideremos V"
o conjunto de vértices que induz a componente, deste subgrafo, que contém wv,.
Observemos que V" e (V' — {v;}) — V" sdo conjuntos nao-vazios e que nao existe
relacdo de adjacéncia entre qualquer vértice de V" e qualquer vértice de (V' —{v})—
V.

Como C' é conexo, existem vértices v3 € V" e vy € (V' —{v1}) — V" que sao
adjacentes a v; em C. Sejam S" e S” uma particdo de V" de forma que S’ contenha
todos os vértices de V" adjacentes a v; em C e S” contenha todos os vértices de V"
adjacentes a v; em C.

S’ e S” sao conjuntos nao-vazios, uma vez que vy € S’ e v3 € S”. Além disso,
como S’ e §” sdo subconjuntos complementares do conjunto de vértices de uma
componente de um subgrafo induzido de G, existem v, € 5" e v} € S§” que sdo
adjacentes em G. Desta forma, {v}, v}, {v5,v1} e {v1,v4} sdo arestas de G e {vy, v} },
{vh,v4} e {vg, v} sdo arestas de G, ou seja, G e G contém Py como subgrafo induzido.

O

O teorema abaixo dd uma caracterizacao dos cografos em termos de subgrafo
proibido.

Teorema 4.5 (CORNEIL et al., [5]): Dado um grafo G = (V, E) com n

vértices, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. G é um cografo;
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2. G nao contém um P, como subgrafo induzido.

Prova: (1) = (2): Sejam G um cografo e H um subgrafo induzido conexo nao
trivial de G. Como H é subgrafo induzido de um cografo, o Teorema 4.3 garante que
H também é um cografo. Como H é cografo conexo, temos que H é um join. Logo,
H ¢é desconexo. Segue, do Teorema 4.4, que G ndo contém um P, como subgrafo
induzido.

(2) = (1): Suponhamos que G nao contém um P, como subgrafo induzido e
que, por hipétese de indugao, a afirmacgdo seja verdadeira para n < p. Como o
complementar de um cografo também é um cografo, podemos verificar se G ou G é
um cografo. Pela propriedade 2 do Teorema 4.4, temos que se G é conexo entdao G
¢ desconexo.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que G é desconexo. Por hipdtese de
inducdo, cada uma de suas componentes é um cografo. Segue que G é um cografo
obtido a partir de unides de cografos. Logo, G é um cografo.

O

Como consequéncia do Teorema 4.5, segue que todo grafo threshold é cografo.
Porém, a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, o grafo Cy ilustrado na Figura

4.8 ¢é cografo, mas nao ¢ threshold.

Figura 4.8: Cografo nao - threshold

O fato dos cografos serem grafos laplacianos integrais (MERRIS, [18]), isto é, o
fato do espectro laplaciano destes grafos ser formado apenas por nimeros inteiros,
motivou a busca pelo resultado obtido na Proposicao 4.4 adiante. No entanto, para
provarmos tal resultado, precisamos encontrar a conectividade algébrica de um join
de grafos desconexos, exibida na Proposigao 4.3.

Proposicao 4.3: Se Gy, ...,G,, sdo grafos desconexos e |V (G1)| = |V(Gs)| >
.. 2 |V(Gpn)|, entao

o\ G =N V(G)|Vi=1, . m.
i=1,...,m

=2

Prova:
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Sem =2entdoa( \/ G;) = a(G1VGs) = min{a(G1)+|V(G2)|,a(G2)+|V (G1)|}

i=1,2

= min{0 + [V(G2)[,0 + [V(G1)|} = min{|V(G2)|, [V (G1)[}

= V(Ga)| = X_IV(Gi)l,

i=2
pois G e G3 sdo desconexos e |V (Gy)| = |V(Gs)|, por hipétese.
Suponhamos, agora, que a afirmacao seja verdadeira para algum inteiro k > 2,

ou seja,

=2

k
a( \/ Gi) =2 IV(Gi)l.
i=1,... .k
Se m = k + 1, consideremos G' = G V ... V G}. Temos que

al 'V  G)=a(GiVGyV ..VGV Gpy1)
i=1,... k+1

=a(G'V Grpr) = min{a(G') + [V(Grs)l, a(Grar) + 3 V(G l}

i=1

= min{a(G") + |V(Gr1)|, D |V(Gi)l},

=1

pois Gy1 é desconexo. Por hipétese de inducdo, a(G') = ¥, |[V(G)] e, portanto,

al V Gi)me{ZIV(Gi)I+|V(Gk+1)|,Z|V(Gi)I}

7 =1

k+1 k+1

- min{g \V(Gi)l,; IV (G|} = 2 V(Gi)l,

pois [V(G1)| = [V(Grpal.
O

Na Secao 4.1.1., provamos que as conectividades algébrica e de vértices de grafos
threshold conexos sao iguais, utilizando a representagao binaria destes grafos. Na
proposicao a seguir, generalizamos este resultado para todos os cografos, utilizando
uma prova baseada nas co-arvores.

Proposigcao 4.4: Seja G um cografo conexo, mao completo, com n vértices.
Entao

Prova: Seja G um cografo conexo, nao completo, com n vértices. Observemos

inicialmente que a coarvore de GG pode assumir apenas um dos 2 aspectos ilustrados
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na Figura 4.9.

Figura 4.9: Co-arvores de cografos sem vértice dominante e com vértice dominante

Analisemos cada uma das 2 possibilidades:

1° caso) G nao possui vértice dominante (co-arvore ilustrada na Figura 4.10):

Figura 4.10: Co-arvore de cografo sem vértice dominante

Sem perda de generalidade, consideremos
V(G| Z V(G| Z . 2 [V(Gu,)|-

Temos que G = G V Gy, onde G; = Gy, e Gy = \/ Gy,. Entao, G, €
=2 m
desconexo e |V (Gq)| = X1, |[V(Gy,)

menor quantidade de vértices, precisamos retirar todos os vértices dos m — 1 G,,;s

= (@), pois, para desconectar G retirando a

que apresentam a menor ordem. Consequentemente, |V (G)| =n — k(G).

Como Gy = G, segue, da Proposicao 4.3, que
1=2,...,m
a(Ga) =a( \/  Gu) =D |V(Gu)
=2, m 1=3

Por outro lado,




Entao

n = |V(Gu)| + D IV(Gu)| = n+ ) [V(Gu)| =2 [V(Gy,)
=2 =3 1=2
= Z |V(Gwi)| 2 22 |V(Gwz)| -n
=3 =2

Logo, a(G2) = 2k(G) — n.
Pelo Teorema 3.2, temos que a(G) = k(G).

2° caso) G possui algum vértice dominante (co-arvore ilustrada na Figura 4.11):

Figura 4.11: Co-arvore de cografo com vértice dominante

Suponhamos que G possui exatamente ¢ vértices dominantes. Sejam G, o sub-
grafo induzido pelos vértices dominantes de G, ¢ = |V(G,)| e G, os subgrafos de
G induzidos pelas folhas do ramo determinado por w;, Vi =1, ..., m.

Sem perda de generalidade, consideremos
V(G| Z V(G| Z . 2 V(G )l

Dai, G = G; V Gy, onde G; = Gy, e Go = G, V ( \/ Gu,)-
1=2,...,m
Como k(G) > q, Gy, ¢é desconexo e |V (Gy,)| = maz{|V(Gy,)

entao

vi=1,...,m}

m

R(G) = q+ > [V(Gu,)

1=2

Desta forma, temos G desconexo, |V (G2)| = k(G) e, consequentemente, |V (Gy)| =
n — k(G).
Como G =G,V ( \/ G.y,), temos que
1=2,...,m

1=

a(Gy) = min{a(Gy) + V(- Gu)lal V' Gu) +[V(G)[}

1=2 m

= min{q + i |V(Gwz)‘7 a( \/ Gwz) + Q}v

=2 =2 m

pois G, ¢ completo e |V (G,)| = q.
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e q > 1, entao

Comoa( \/ Gu,) <D |V(Gy,)
i=2,...,m )

a(Gz) = a(G, vV (.72\/ Guw;)) = a(;Q\/ Guw,) + 4.

Segue que
a(Go)=a( \/  Gu)+a= [V(Gu)|+q,
=2 ,m =3
pela Proposicao 4.3.
Por outro lado,
n=[V(Gu)l+ > [V(Gu)l +4q
i=2
e
V(Gu)| 2 V(Gw)|,Vi=2,...,m.
Entao
n = |V(Gu)| + 3 IV(Gu)l + 4= 0= [V(Guy) |+ D [V(Gu)| + ¢ —n
i=2 i=2
= D V(Gu) + a2 [V(Guw)| + D [V(Gu)| + D IV(Gw)| +2¢ —n
1=3 =2 =3
= Y IV(Gu)l +a 22> [V(Gu)| +2¢ —n.
i=3 i=2

Logo, a(G2) = 2k(G) — n.
Pelo Teorema 3.2, temos que a(G) = k(G).
O
Vimos, na Proposicao 4.1, que todo grafo threshold conexo possui a conectividade
de vértices e o grau minimo iguais. No entanto, esta igualdade nao ¢é valida para

todos os cografos conexos. De fato, a Figura 4.12 exibe um cografo conexo G tal

que k(G) # §(G).

Figura 4.12: Cografo conexo com k(G) =1 # 2 = §(G).

Por outro lado, ao pesquisarmos grafos conexos cujos grau minimo, conectividade
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de vértices e conectividade algébrica coincidem (READ, WILSON; [19]), percebemos
que todo grafo conexo G com, no maximo, 5 vértices tal que k(G) = 0(G) = a(G) é
um cografo. Nas Figuras 4.13 e 4.14 a seguir, exibimos estes grafos, onde destacamos

os grafos de Harary, que sdo grafos extremais em relacdo ao niimero minimo de

arestas de forma que k(G) = £'(G) = §(G) (GROSS, YELLEN, [11]).

Grafo de Harary Grafo de Harary

1

Figura 4.13: Cografos conexos GG, com até 4 vértices, tais que k(G) = 6(G) = a(G).

R

Grafo de Harary

bl

Figura 4.14: Cografos conexos GG, com 5 vértices, tais que k(G) = §(G) = a(G).

Observamos que nem todo grafo de Harary, conexo, nao completo e com até 5
vértices, apresenta k(G) = J(G) = a(G). De fato, a Figura 4.15 exibe tais grafos.
Ainda, os grafos ilustrados na Figura 4.15 nao apresentam conectividade algé-

brica inteira.
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Figura 4.15: Grafos de Harary com x(G) = §(G) # a(G).

4.1.3 Uma familia infinita de grafos laplacianos integrais
satisfazendo a(G) = k(G) — 1

Nas secoes anteriores foram apresentadas duas classes de grafos laplacianos inte-
grais satisfazendo k(G) = a(G). Ja sabemos que nem todo grafo laplaciano integral
satisfaz esta igualdade. Nesta secao, apresentamos uma familia infinita de grafos
laplacianos integrais satisfazendo a(G) = k(G) — 1.

Proposicao 4.5: Para cada j € N, consideremos o grafo G; = K jio X K.
Entao

a(Gy) = k(G;) —1,V5 € N.

Prova: Como G; = K ;12X K>, segue que spect,(G;) = spect (K 120X Ks),j €
N. Vimos que os grafos K, , e K,, sao laplacianos integrais. Logo, pela Proposicao

2.1, temos que o grafo G é laplaciano integral. Ainda pela Proposigao 2.1,
a(Gj) = min{a(Ky j42), a(Ky)} = min{l,2} = 1.

Portanto, os grafos G, j € N, formam uma familia infinita de grafos laplacianos

integrais cuja conectividade algébrica é igual a 1. Desta forma, temos
CL(Gj) =1= R(Gj) - 1,\V/] eN

(basta retirarmos os vértices v; e vy, exibidos nas Figuras 4.16 e 4.17, para desco-
nectarmos os grafos G ).
m
Na Figura 4.16, exibimos o grafo GGy e, na Figura 4.17, destacamos o grafo G e
o grafo Gj,7 € N.
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Figura 4.17: Grafo G e grafo Gj;

4.1.4 Uma familia infinita de grafos laplacianos integrais
satisfazendo x(G,) — a(G;) =j,Vj €N

Na secao anterior, apresentamos uma familia infinita de grafos laplacianos in-
tegrais cujas conectividades de vértices e algébrica sao distintas e esta diferenca é
constante e igual a 1. Este fato suscitou o questionamento de quao grande pode ser
a diferenga entre k(G) e a(G) quando G é laplaciano integral

Nesta se¢ao, exibimos uma familia infinita de grafos laplacianos integrais, com
a propriedade de que, quando percorremos grafo a grafo nesta familia, temos que a
diferenca entre as conectividades de vértices e algébrica varia de uma unidade. Esta
familia é formada pelos grafos cubo m-dimensional, m > 3.

Observemos que o Ky é o grafo cubo 1- dimensional e que cada grafo cubo
m-dimensional é obtido a partir do produto cartesiano entre o grafo cubo (m — 1)-
dimensional e o K5, Vm > 2, ou seja, C"™H = C™ x Ky, Vm > 1.

Proposigdo 4.6: Para cada j € N, consideremos G; = C'*2. Entio G; ¢é

laplaciano integral e

k(Gy) —a(Gy) = j,Vj € N.

Prova:
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Como spectr(C?) = spectr(Ky x Ks) = (4 2 2 O) e spectp(Ks) = (2 O),
temos, pela Proposicao 2.1, que os grafos Gj,7 > 1, sao laplacianos integrais e a

conectividade algébrica destes grafos é igual a 2, ou seja,
CL(G]') = Q,Vj e N.

De fato, o espectro laplaciano do grafo C? é spectr(C?) = spect(C? x Ky) =
(6 4 4 4 2 2 2 O). Logo, C? é laplaciano integral e a(C?) = 2.
Suponhamos que spectr,(Gy) = (ul cee lokt2_g 2 0), onde fiq, ..., fgkt+2_g SAO

nimeros inteiros, para algum k € N. Logo, os autovalores de L(Gj1) sdo:
P12, florre o + 204520 s ok o3 2; 0.

Segue, por indugao, que G4 € laplaciano integral e a(Ggi1) = 2.

Provemos, agora, que x(G;) = j + 2,Vj € N e, consequentemente,
I{(Gj) — CL(G]') = j,Vj € N.

De fato, k(G1) = 3, pois basta retirarmos os vértices (2,a),(4,a) e (1,b), con-

forme ilustrado na Figura 4.18, por exemplo, para desconectarmos Gj.

b

N

(3, a) (3.b)

Figura 4.18: Grafos C% Ky e C° = C? x K,

Suponhamos que k(G;) = i + 2, para algum i € N. Como G;; = G; X Ko,
entao o grafo GG;,1 consiste em duas cépias do grafo G; de forma que cada vértice de

uma das copias ¢ adjacente a um tnico vértice da outra copia injetivamente. Logo,
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para desconectarmos GG;,1 com a menor quantidade de vértices, devemos retirar os
vértices que desconectam uma das copias de G; e o vértice da outra copia adjacente
ao vértice de grau 1 pertencente a copia desconectada de G;, ou seja, devemos retirar

k(G;) + 1 vértices. Segue, da hipétese de indugao, que k(Giy1) =i + 3.

4.2 Grafos nao laplacianos integrais

Existem grafos que nao sao laplacianos integrais, mas apresentam alguns au-
tovalores laplacianos inteiros, em particular, apresentam a conectividade algébrica
inteira. Em busca de tais grafos, testamos todos os grafos conexos com até seis
vértices e encontramos os grafos Hg e Gg, com o menor nimero de vértices, nao
laplacianos integrais, mas com conectividade algébrica inteira. Estes grafos sao

apresentados na Figura 4.19 a seguir.

Figura 4.19: Grafos Hg e Gg

A partir dos grafos Hg e Gg, podemos obter familias infinitas de grafos nao
laplacianos integrais com conectividade algébrica inteira. No entanto, os grafos da
familia obtida a partir do grafo Hg apresentam as suas conectividades algébricas e
de vértices distintas. Por outro lado, a partir do grafo Gg, a familia obtida apresenta
as suas conectividades algébrica e de vértices iguais. Estes fatos serao provados a
seguir.

Proposicao 4.7: Seja Hg o grafo exibido na Figura 4.19. Para n > 7, conside-
remos H, = K,_¢V Hg. Entdo, para todo n > 6, H, nao é laplaciano integral, mas

possui conectividade algébrica inteira. Além disso,

Prova: De fato, o espectro laplaciano do grafo Hg é

spectL(HG):(3+\/§ 4 3 3—-v2 1 O).
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Logo, Hg é um grafo nao laplaciano integral com conectividade algébrica inteira
igual a 1.

Segue, do Teorema 2.2, que os grafos H,, = K,,_¢V Hg,n > 7, formam uma fami-
lia infinita de grafos conexos nao laplacianos integrais com conectividade algébrica
inteira.

Provemos, agora, que a familia dos grafos H,,n > 6, possui as conectividades

algébrica e de vértices distintas.

Figura 4.20: Grafos Hg, H; e Hyg

De fato,
a(H,) = a(Ky—¢ vV He) = min{a(Kyn—¢) + |V (He)|, a(He) + |V (Kn-s)|}

=min{fn—6+6,14+n—6} =n—75,

Vn > 1.

Por outro lado, k(H,) = k(K,—¢ V Hs) = n — 4, pois para desconectarmos o
grafo H,, retirando a menor quantidade de vértices, devemos remover todos os seus
vértices dominantes, ou seja, os n — 6 vértices que induzem o subgrafo K, ¢ e os

dois vértices que desconectam Hg. Logo,

isto é,
k(H,) —a(H,) =1,YneN,n>T7.

Como o grafo Hg possui conectividade algébrica a(Hg) = 1 e conectividade de
vértices k(Hg) = 2, entdo k(Hg) — a(Hg) = 1. Desta forma,

k(H,) —a(H,) =1,Yn € N,n > 6. O
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Proposicao 4.8: Seja Gg o grafo exibido na Figura 4.19. Paran > 7, conside-
remos G, = K,_¢ V Gg. Entao, para todo n > 6,G,, nao € laplaciano integral, mas

possui conectividade algébrica inteira. Além disso,

Prova: Observemos que Gg¢ = K1 V (K1 U Py) e, paran > 7,G, = K, ¢V Gg =
Kn76 V (Kl V (Kl U P4)) = Kn,g) V (Kl U P4)
Como K; U P, nao ¢é laplaciano integral, segue do Teorema 2.2 que, para todo

n > 6,G,, nao é laplaciano integral. Além disso, para todo n > 6,
a(G,) = min{a(K,_5) + |[V(K1 U By)|, |[V(K,—5)| + a(K; U Py)}

=min{n —5+5n—5+0}
=n-—>.

Como k(G,) = k(K,_5V (K1 UPy)) <n-—>5=a(G,),Vn > 6, segue que

Figura 4.21: Grafos Gg, G7 e Gg

Agora, consideremos o grafo roda R,, ou seja, o grafo com n vértices, n > 4,
resultante de um join entre K; e C),_1. Observemos que o grafo Gg pode ser obtido
a partir do grafo roda Rg, quando retiramos duas arestas adjacentes pertencentes
ao seu subgrafo induzido isomorfo a C5. O grafo Rg e o grafo Gg nao sao laplacianos
integrais, logo nao sao cografos. No entanto, se retirarmos duas arestas nao adja-
centes do subgrafo Cs5 do Rg (ou mais de duas arestas), eliminamos o seu subgrafo
induzido isomorfo a P, e, consequentemente, o grafo resultante é um cografo, sendo

entao laplaciano integral.
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De uma forma geral, seja R! o grafo obtido ao retirarmos arestas do subgrafo
C,—1 do grafo roda. Temos as seguintes possibilidades de subgrafos de C,,_;: vértices
isolados ou um caminho ou uniao de caminhos ou uniao de caminhos e vértices
isolados. Desta forma, como o grafo roda R, = K; V C,_1,VYn > 4, e o tnico
caminho laplaciano integral, com n > 3, é o grafo P; (P, também é laplaciano
integral), segue que R/, é laplaciano integral se, e somente se, cada componente do
grafo GG,,_1 resultante da retirada de arestas do seu subgrafo C,,_; tiver, no maximo,
trés vértices.

Nas Figuras 4.22, 4.23, 4.24 e 4.25, ilustramos os grafos roda com 4, 5, 6 e 7
vértices, respectivamente, bem como os subgrafos obtidos a partir da retirada de
arestas dos seus subgrafos C3, Cy, C5 e Cg, respectivamente.

Notemos que, no caso do Ry, todos os seus subgrafos em questao sao cografos.
No entanto, o mesmo nao ocorre com os grafos Ry, Rg e R;. Destacamos, nas figuras

4.23, 4.24 e 4.25, os subgrafos que possuem o P, induzido pelos vértices vy, vy, v3 €

A A A A

Figura 4.22: O grafo R, e os subgrafos obtidos a partir da retirada de arestas do
seu subgrafo Cj.

< P
4 1

V4.

Figura 4.23: O grafo R; e os subgrafos obtidos a partir da retirada de arestas do
seu subgrafo C}.

Vejamos, agora, a relacao entre as conectividades algébrica e de vértices do grafo

R obtido de R,, a partir da retirada de arestas do seu subgrafo C,,_;.
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Figura 4.24: O grafo Rg e os subgrafos obtidos a partir da retirada de arestas do
seu subgrafo Cj.

=<

v,

=

2

R ok ke ok
o

Figura 4.25: O grafo R; e os subgrafos obtidos a partir da retirada de arestas do
seu subgrafo C.

Proposicao 4.9: Sejam G, _1CC,_1, o grafo resultante da retirada de arestas
de Cp—1, e R, = Gp—1 V K1,Vn > 4. Entdo

a(R,) = r(R,)
se, e somente se, G,_1 € conexo e n =4 (ou seja, Gy,_1 € o grafo obtido a partir da
retirada de uma aresta de C,,_1) ou G,,_1 € desconexo.

Prova: Como R = G,_; V Kj, segue do Teorema 2.2 que

a(R)) =min{a(G,_1) + 1,0+ n — 1} = min{a(G,_1) + 1,n — 1}.
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Por outro lado, como G,,_1CC,,_1, temos pelo Corolario 3.2 que
a(Gp-1) < a(Cp_q) =2(1 —cos(2m/n — 1)) < 2.

Portanto,
a(R;) = a(Gp-1) +1,Vn > 4.

Logo, a(R)) € N se, e somente se, a(G,_1) € N.
Temos duas possibilidades para G,,_1:
(i) Gn—1 é conexo:

Neste caso, G,,_1 ~ P,_1 e a(G—1) € N se, e somente se, n =4 e
a(G3) = a(Ps) = 2(1 — cos(n/3)) = 1.

Segue que
a(R}y) =2 = k(R)).

(ii)) G,—1 é desconexo:

Neste caso, a(G,-1) = 0. Logo, a(R]) =1 = k(R),).

]
Corolario 4.2: Sen > 6 e R, ¢ obtido de R, = K; V C,,_1 pela remogio de
duas arestas adjacentes do subgrafo C,_y, ou seja, R, = K,V (Ky U P,_3), entdo

R], nao é laplaciano integral e satisfaz
a(R,) = k(R,).

Observemos que o grafo G é obtido da roda Rg pela remocao e duas arestas ad-
jacentes do subgrafo C, ou seja, G¢ = Ry;. No nosso préximo resultado, mostramos
que podemos generalizar a construcao apresentada na Proposicao 4.8.

Proposicao 4.10: Seja ng € N,ng > 6. Para cada n € N;n > ng, consideremos
G, = Kn_n, VR, . Entdo, para todon > ny, temos que G, ndo € laplaciano integral,

mas possui conectividade algébrica inteira. Além disso,
k(GL) = a(Gl),¥n = ng.

Prova: Seja ng > 6 e tomemos R, = K; V (K1 U P,,_2). Como G, = K,,_,, V
R/

no’

Vn > ng, segue que G, = K, 11-p, V (K1 U Pyy_2),¥n = ng. Temos, entdo, que
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a(G,) = min{a(Kny1-ne) + 10 — 1,a(Ky U Py —2) +n+1—ng}
=min{n+1—ng+no—1,n+1—ne}
=min{n,n+1—ng}
=n+1—ng,Vn = ng.

Logo,
k(G)) = a(G),¥n = ng.
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Capitulo 5
Conclusoes

A importancia da conectividade algébrica como um invariante de um grafo, as-
sociado a diversos outros, consiste na motivacao deste trabalho.

No Capitulo 3, exibimos resultados da literatura que relacionam a conectividade
algébrica de um grafo com a sua conectividade de vértices, com destaque para o Teo-
rema 3.2 (KIRKLAND et al., [15]), que caracteriza os grafos conexos, nao-completos,
para os quais as duas conectividades coincidem. A partir destes resultados, seguimos
em busca de grafos cuja conectividade algébrica fosse inteira. Desta forma, nas Se-
¢oes 4.1.1 e 4.1.2 do Capitulo 4, estudamos os grafos laplacianos integrais threshold
e, de uma forma geral, os cografos e provamos, na Proposicao 4.4, que estes grafos
satisfazem o Teorema 3.2.

Na Secao 4.1.3, exibimos uma familia infinita de grafos laplacianos integrais que
satisfaz a relagdo a(G;) = k(G;) — 1,Vj € N e na secdo 4.1.4, pesquisamos os
grafos cubo m-dimensional C™, também laplacianos integrais, mas que satisfazem a
igualdade a(G;) = k(G;) — j,Vj € N.

Na Secao 4.2, vimos que é possivel construir familias infinitas de grafos nao
laplacianos integrais de forma que cada um deles apresente a conectividade algébrica
inteira. Construimos familias que satisfazem o Teorema 3.2 e outra que nao satisfaz
as suas hipoteses.

A busca por outras familias de grafos que possuam conectividade algébrica in-
teira constitui o ponto inicial para a continuacao deste trabalho. Pretendemos pes-
quisar estas familias e analisar as propriedades que apresentam para, se possivel,

caracteriza-las.
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